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INTRODUCTION. 


Q tJELQCES personnes, qui ont Lien vouiu 
guider ines premiers pas dans ia carriere 
des sciences, et parmi iesquelles je cite- 
raj avec reconnaissance MM. Laplace et 
Poisson f ayant temoigne ie desir de me 
voir publier Ie Cours (Fanafyse de FEcoIe 
royaie poiytechnique, je me suis decide 
a mettre ce Cours par ecrit pour la plus 
grande utilite des eieves. J’eia ofFre ici la pre¬ 
miere partie connue sous ie nom d ’Analyse 
algebrique, et dans laqueile je traite suc- 
cessivement des diverses especes de fonc- 
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lions reelles ou imaginaires, ties series 
eonvergentes ou divergentes, de la resolu¬ 
tion des equations, et de la decomposition 
des fractions .rationnelles. En parlant de 
la continuite des fonctions, je n’ai pu me 
dispenser de faire connaitre les proprietes 
principales des quantites inliniment pe- 
tites, proprietes qui servent de base au 
calcul infinitesimal. Enfin, dans les preli- 
minaires et dans quelques notes placees a 
la fin du volume, j’ai presente des deve- 
ioppemcns qui peuvent etre utiles soit aux 
Professeurs et aux Eleves des Colleges 
royaux, soit a ceux qui veulent faire une 
etude speciale de [’analyse, 

Quant aux methodcs, j’ai cbercbe a leur 
donner toute la rigueur qu’on exige en 
geometric, de maniere a ne jamais recou- 
rir aux raisons tirees de la generalite do 
1’algebre. Les raisons de cette espece, quoi- 
queassez communement admises, sur-tout 
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dans le passage ties series convergentes 
aux series divergentes , et des quantites 
reelles aux expressions imaginaires, ne peu- 
vent etre considerees , ce me sembie, que 
comma des inductions propres a faire pres- 
sentir quelquefois la verite, mais qui s’ac- 
cordent peu avec Inexactitude si vantee des 
sciences mathematiques. On doit meme 
observer qu’elles tendent a faire attribuer 
aux formules algebriques une etendue in- 
definie, tandis que, dans la realite, la plu- 
part de ces formules subsistent uniquement 
sous certaines conditions, et pour certaines 
valeurs des quantites qu’elles renferment. 
En determinant ces> conditions et ces va¬ 
lours, et en fixant d’uiie maniere precise le 
sens des notations dont je me sers, je fais 
disparaitre toute incertitude ; et alors les 
differentes formules ne presentent plus que 
des relations enire les quantites reelles, re¬ 
lations qu’il est toujours facile de verifier 
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par la substitution des nombres aux quaiV® 
tites elfes - memes. II est vrai que, pour 
rester constamment fidele a ces principes, 
je me suis vu force d’admettre plusieurs 
propositions qui paraitront peut-etre uii 
peu dures an premier abord. Par exempie, 
j enonce dans ie cbapitre VI, qu ’une serie 
divergente n’apas de somme;d ans Ie cha- 
pitre VII, qxiune equation imaginaire e$t 
settlement la representation symboliq'ue 
de deux equation's entre quantites reelles; 
dans Ie chapitre IX, que, si des constantes 
oudes variables comprises dansune fonc- 
tion , apres avoir ete supposecs reelles , 
deviennent imaginaires, la notation, a 
Vaide de laquelle la fonction se trouvait 
exprime e, ne peut etre conservee dans le 
calcul qu’en vertu d’unc convention nou - 
velle propre a fixer le sens de cette nota¬ 
tion dans ta derniere kypothese; &c. Mais 
ceux qui iiront mon ouvrage reconnaitront, 
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jt: i’espere, que Ies propositions tie cctte 
nature t entrainant fheureuse necessite 
do mettre plus tie precision dans Ies theo¬ 
ries* et d’apporter des restrictions utiles a 
ties assertions trop eternities * tonrnent au 
profit de ranafj.se, et fournLssont plusicurs 
sujets de reefierefies qui ne sunt pas sans 
importance. Ainsi, availt d’efteetuer la 
soinnuttum d'micmic serie, j’ai du examiner 
dans quels eas Ies series pouvent etre som- 
mees, on, en d’a litres tonnes, quelfes sont 
Ies conditions de leiir convergence ; er. 
j’ai, ace sujet, etafdi des regies generales 
tpii' me paratssent mcriter q unique atten¬ 
tion. 

An restc, si j’ai eherehe, d’une part, a 
perfection in* r I’analjse inatliematique, de 
I’autre, je sttis loin de protendre quo cette 
analyse doivc sulliro a toutes Ies sciences 

** w 

de raisonnement. Sans dottle, dans Ies 
sciences qu on nomine nuturelies, la seule 
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methode qu’on puisse employer avec succes 
consiste a observer les faits et a soumettre 
eusuite les observations an calcni. Mats ce 
serait une erreur grave de penser qn T on ne 
trouve la certitude que dans les demonstra¬ 
tions geometriques, ou dans ie temojgnage 
des sens; et quoiqtie personne jusqu’a ce 
jour n’ait essaye de prouver par i’analyse 
I’existence d’Auguste ou celle de Louis XIV, 
tout bomme sense conviendra que cette 
existence est aussi certaine pour lui que le 
carre de fhypotbenuse ou le tbeoreme do 
Maclaurin. Je dirai plus; la demonstration 
de ce. dernier tbeoreme est a la portee d 7 un 
petit nombre d’esprits, et les savans eux- 
memes ne sent pas tous d’accord sux i’e- 
tendue qu’on doit lui attribuer; tandis que 
toutle mo nde sait fort bien par qui ia France 
jx ete gouvernee dans le dix-seplieme siecle, 
et qu’il ne peut s’eleyer a ce sujet aucune 
contestation raisonnablc. Ce que je dis ici 
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d’un fait historiquepeut s’appliquer egale- 
ment a une foule de questions, en religion, 
en morale, en politique. Soyons-done per¬ 
suades qu’il existe des verites autres que les 
verites de falgebre * des reaiites autres que 
ies objets sensibies. Cultivons avec ardeur 
les sciences mathematiques, sans vouioir ies 
etendre au-dela de ieur domaine; et n’al- 
fons pas nous imaginer qu on puisse atta- 
quer i’histoire avec des formuies, ni don- 
ner pour sanction a ia morale des theoremes 
d’algebre ou de calcul integral. 

En terminant eette Introduction, je rie 
puis me dispenser de reconnaitre qu@ les 
lumieres et Ies conseils de plusieurs per- 
sonnes m’oni ete fort utiles, particuliere- 
ment ceux de MM. Poisson, Ampere et 
Coriolis. Je dois'a ce dernier, entre autres 
eboses, la regie sur la convergence des 
produits composes (Fun nombre infini de 
facteurs, et j’ai profite plusieurs fois des 
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observations de M. Ampere, ainsi que des 
methodes qu’il deveioppe dans ses Leco.ns 
d’analyse. 
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REVUE RES DIVERSES ESPfiCES DE QUANTITES REELLES QBE l’ON PEUX CONSIDfcRER, SOIT 
EN ALGfeBRB, SOIT EN TRIGONOMETRY, ET RES NOTATIONS A L’AIRE RESQUELLES ON 
LES REPRfiSENTE. — RES MOTENNES ENTRE PI.US1EURS QUANTITES. 


Pour eviter toute espece de confusion dans le langage et l’ecriture 
algebriques, nous allons fixer dans ces preliminaires la valeur de plu- 
sieurs termes et de plusieurs notations que nous emprunterons soita 
I’Algebre ordinaire, soit a la Trigonometric. Les explications que nous 
donnerons a ce sujet sont necessaires, pour que nous ayons la certi¬ 
tude d’etre parfaitcment compris de ceux qui liront cet Ouvrage. Nous 
allons indiquer d’abord quelle idee il nous parait convenable d’atta- 
cher a ces deux mots, nombre et quantite. 

Nous prendrons toujours la denomination de nombres dans le sens 
oil on l’emploie en Arithmetique, en faisant naitre les nombres de la 
mesure absolue des grandeurs, et nous appliquerons uniquement la 
denomination de quantiles aux quantites reelles positives ou negatives , 
c’cst-a-dire aux nombres precedes des signes + ou —. De plus, nous 
regarderons les quantites comme destinees a exprimer des accroisse- 
mcnts ou des diminutions; en sorte qu’une grandeur donnee sera 
simplement representee par un nombre, si Ton se contente de la 
comparer a une autre grandeur de meme espeee prise pour unite, et 
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comme devant servir a l’accroissement ou a la diminution d’une gran¬ 
deur fixe de la meme espece. Cela pose, le signe -+- ou — place devant 
un nombre en modifiera la signification, a peu pres comme un adjectif 
modifie celle du substantif. Nous appellerons valeur numerique d’une 
quantite le nom'bre qui en fait la base, quantites igales celles qui ont 
le meme signe avec la meme valeur numerique, et quantites opposees 
deux quantites egales quant a leurs valeurs numeriques, mais affec- 
tees de signes contraires. En partant de cos principes, il est facile de 
rendre compte des diverses operations que l’on peut faire subir aux 
quantites. Par exemple, deux quantites etant donnees, on pourra tou- 
jours en trouver une troisieme qui, prise pour accroissement d’un 
nombre fixei si elle est positive, ct pour diminution dans le cas con- 
traire, conduise au meme resultat quc les deux quantites donnees, 
employees l’une apres l’autre a pareil usage. Cette troisieme quan¬ 
tite, qui k elle seule produit le memo effct quo les deux autres, est ce 
qu’on appelle leur somme. Ainsi les deux quantites — 10 et -+-7 ont 
pour somme — 3 , attendu qu’une diminution de 10 unites, jointe k 
une augmentation de 7 unites, equivaut a une diminution de 3 unites. 
Ajouter deux quantites, c’est former leur somme. La difference entre 
une premiere quantite et une seconde, c’est une troisieme quantity 
qui, ajoutke a la seconde, reproduit la premiere. Enfin, on dit qu’une 
quantite est plus grande ou plus petite qu’une autre, suivant que la dif¬ 
ference de la premiere a la seconde est positive ou negative. D’aprfes 
cette definition, les quantites positives surpassent toujours les quan¬ 
tites negatives, et celles-ci doivent etre considerees comme d’autant 
plus petites que leurs valeurs numeriques sont plus grandes. 

En Algebre, on represente, non seulement les nombres, mais aussi 
les quantites, par des lettres. Comme on est convenu de ranger les 
nombres absolus dans la classe des quantites positives, on peut desi¬ 
gner la quantity positive qui a pour valeur numerique le nombre A, 
soit par 4- A, soit par A seulement, tandis que la quantite negative 
opposee se trouve repr6sentee oar — A. D meme. dans le cas oil la 
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synonym os los doux oxprossions a ot -H a, ot do roprdsonler par -- 
la quantito npposco a f- a. (Ion roinarquos stilfisont pour dtablir 
qn’on appollo la regie ties signes (eoir la Note l ). 

On nummo quantito rurinble radio quo Pon considbre commo dova 
rooovoir sucoossivoinont plusiottrs valours di Huron to.s los unos d 
a litres. On ddsigno uno somblablo quantito par uno let fro priso on 
nairomont parmi los dornioros do Palphabot, On appollo au oontrai 
quantito enmtante. ot Pon ddsigno ordinairotnonf par uno dos pi 
inioros lollros ilo Palphabot fouto quantito qui royoif uno valour ti 
ot dotorminoo. Lorsquo los valours suooossivomont altribudes a u 
momo varialdo s’approehonf indoilnimont d’uno valour flxo, do m 
nioro a iiuir par on difloror aussi pou quo Pon voudra, eotto do 
mbro ost appolbo la linrite do toutos los autros. Ainsi, par oxompl 
uu nombro irrationnol ost la limito dos divorsos fractions qui on l‘m; 
uissont dos valours do plus on plus approohoos. Iin (Idomelrio, la si 
taoodu oorolo ost la liuiito vors laquollo convergent los surfaces d 
polygones inserits, taudis quo lo nombro do lours oiUds oroit <lo pi 
on plus, oto. 

Lorsquo los valours mttnoriquos suooossivos d’une momo varial 
ddoroissont iudoiiuimont, do manidre ii s’abaissor au-dessous do tu 
nombro donnd, ootto varialdo doviout oo qu’ott noinmo un infutitm 
petit ou into quantito inji/ument petite. 1‘no variablo do ootto espeei 
/.rro pour limito. 

Lorsquo los valours numoriquos suooossivos iPuno mbme varial 
oruissonl do plus ou plus, do mauiere a s’dlovor au-dossus do tu 
nombro donnd, on dit quo ootto variablo a pour limito P in/ini posit 
iudiqud par lo signe x, s’il s’agil d’uno variablo positive, ot P in/ 
nefmtif, iudiqud par la notation », s’il s’agit d’uno variablo ndj, 
livo. Los iniinis positif ot ndgatif sunt ddsignds conjointomont sous 
limn do tptaniitrs injuries . 

Los quantitds qui so prdsontont, dans lo caleul, commo rdsulti 
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nature des operations qui Ies produisent. C’est ainsi que Ton dis¬ 
tingue, en Algebre, les sommes et differences, les produits et quo¬ 
tients, Ies puissances et racines, les exponentielles etles logarithmes; 
en Trigonometric, les sinus et cosinus, secantes et cosecantes, tan- 
gentes et cotangentes, et les arcs de cercle dont une ligne trigono- 
metrique est donnee. Pour bien comprendre ce qui est relatif a ces 
dernieres especes de quantites, il est necessaire de se rappeler les 
principes suivants. 

Une longueur, comptee sur une ligne droite ou courbe, peut £tre, 
comme toute espece de grandeurs, representee soit par un nombre, 
soit par une quantite, savoir : par un nombre, lorsqu’on a simple- 
ment egard a la mesure de cette longueur, et par une quantite, c’est- 
a-dire par un nombre precede du signe -+- ou —, lorsquc l’on consi- 
d6re la longueur dont il s’agit comme portee, a partir d’un point fixe, 
sur la ligne donnee dans un sens ou dans un autre, pour servir soit a 
l’augmentation, soit a la diminution d’une autre longueur constante 
aboutissant a ce point fixe. Le point fixe dont il est ici question, et k 
partir duquel on doit porter les longueurs variables designees par des 
quantites, est ce qu’on appelle Vorigine de cos memos longueurs. 
Deux longueurs compteos a partir d’une origine commune, mais en 
sens contraires, doivent etre representees par des quantites de signes 
differents. On peut choisir a volonte le sens dans lequel on doit 
compter les longueurs designees par des quantites positives; mais, 
ce cboix une fois fait, il faudra necessairement compter dans le sens 
oppose les longueurs qui seront designees par des quantites nega¬ 
tives. 

Dans un cercle dont le plan est suppose vertical, on prend ordinai- 
rement pour origine des arcs l’extremite du rayon tire horizontal- 
ment de gauche a droite, et c’est en s’elevant au-dessus de ce point 
que Ton compte les arcs positifs, e’est-a-dire ceux que Ton designe 
par des quantites positives. Dans le me me cercle, lorsque le rayon se 
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positivement de bas en haut et negativement cn sens contraire, a partir 
du centre du cercle pris pour origine des sinus. La tangente se coxnpte 
positivement dans le meme sens quo le sinus, mais a partir de l’ori- 
gine des arcs et sur la verticale menee par cette origine. Enfin, la 
secante se compte a partir du centre sur le rayon mene a i’extremite 
dc Fare que Ton considere, et positivement dans le sens de ce rayon. 

Souvent le resultat d’une operation effectuee sur une quantite peut 
avoir plusieurs valeurs differentes les unes des autres. Lorsque nous 
voudrons designer indistinctement une quelconque de ces valeurs, 
nous nous servirons de notations dans lesquelles la quantite sera 
entoureo de doubles traits ou de doubles parentheses, et nous reser- 
verons la notation ordinaire pour la valeur la plus simple ou colle qui 
paraitra meriter davantage d’etre remarquee. Ainsi, par exemple, a 
etant une quantite positive, la racine carree de cette quantite aura 
deux valeurs numeriquement egales, mais de signes contraires, dont 
1 ’une quelconque sera exprimee par la notation 

((a)) 5 ou sUa, 

tandis que la valeur positive seule sera representee par 

a'J ou \fa; 

en sorte qu’on aura 

(i) yfla — ±\Ja 

ou, cc qui revient au meme, 

(a) ((a))* = ±a 2 \ 

De meme encore, si Ton represente par a une quantite positive on 
negative, la notation 

arc sin((a)) ou arc lang((a)) 

designera un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus ou 
pour tangente, tandis que la notation 
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indiquera seulement celui de ces arcs qui a la plus petite valeur 
numerique. A 1 ’aide de ces conventions, on evite la confusion que 
pourrait entrainer Femploi de signes dont la valeur n’aurait pas ete 
determinee d’une maniere assez precise. Afm de lever a cet egard 
toute difficulty, je vais presenter ici le Tableau des notations dont 
nous ferons usage pour exprimer les resultats des operations alge- 
briques ou trigonometriques. 

La somme de deux quantites sera indiquee a l’ordinaire par la 
juxtaposition de ces deux quantites, chacune d’elles etant exprim§e 
par une lettre precedee du signe 4 - ou —, que Ton pourra supprimer 
(si c’est le signe -h) devant la premiere lettre seulement. Ainsi 

-h a h- b ou simplement a + b 

designera la somme des deux quantites -ha, -+- b, et 

-ha — b ou simplement a — b 

designera la somme des deux quantites -ha, — b, equivalente a la 
difference des deux quantites -ha, -h b. 

On indiquera Pegalite des deux quantites a et b par le signe = 
interpose entre elles, comme il suit, 

a~ b, 

et Ton exprimera que la premifere surpasse la seconde, c’est-a-dire 
que la difference a — b est positive, en ecrivant 

a>b ou b <a. 

Nous representerons encore a Pordinaire par 

4- a x 4 - 6, ou simplement a. b ou ab 
le produit des deux quantites 4-a, 4 -b, et par 


a 

h 


ou a : b 
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Soicnt maintenant m et n deux nombres entiers, A un nombre quel- 
conque, et a, b deux quantites quelconques positives ou negatives. 

i m 

A™, A"= \fK, A ", A* 

representeront les quantites positives qu’on obtient en elevant le 
nombre A a des puissances respectivement marquees par les expo- 
sants 


1 m i 

m, ± —, b, 

rt n 


et 


la quantite positive ou negative que produit l’elevation de la quan- 
tite a a la puissance ± m. Quant aux notations 

1 _ m 

{{a)Y=sjja, ((a)) «, 

nous nous en servirons pour exprimer, non seulement les valeurs posi¬ 
tives ou negatives, lorsqu’il en existe, des puissances de la quantile a 
marquees par les exposants 


n 


m 
— > 
n 


mais encore les valeurs imaginaires de ces memes puissances (voir 
ci-apres. Chap. VII, ce qu’on entend par expressions imaginaires'). II 
est bon d’observer que, si l’on designe par A la valour numerique 
de a, ct si Ton suppose la fraction ~ reduite a sa plus simple expres¬ 
sion, la puissance 

rn 

((«))" 

aura une seule valeur reelle positive ou-negative, savoir 


-t-A" ou —A", 


lorsque ^ sera une fraction de denominateur impair; tandis qu’elle 
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n’en admettra aucune, si — est une fraction de denominateur pair. 
On peut faire une semblable remarque a I’egard dc l’expression 

in 

((«))""• 

Dans le cas particulier oil, la quantite a etant positive, on suppose 

m 

™ = -> l’expression ((a))" n’a que deux valeurs reelles 1’une et 

l’autre, et donnees par la formule (2) ou, ce qui revient au memo, 
par la formule (1). 

Les notations 

/(B), L(B), L'(B), ... 

indiqueront les logarithmes reels du nombre B dans differcnts sys- 
temes, tandis que chacune des suivantes 

/((*). L((A)), L'((*)), ... 

pourra servir k designer, outre le logarithme reel de la quantite b, 
lorsqu’il existe, un quelconque des logarithmes imaginaires de cette 
meme quantite (voir ci-apr&s, Chap. IX, ce qu’on entend par loga¬ 
rithmes imaginaires). 

En Trigonometrie 

sin a, cosa, tang a, cot«, s6ca, coscc a, siva, cosiva 

exprimeront respectivement le sinus, le cosinus, la tangente, la cotan- 
gente, la secante, la cosecante, la sinus verse ou le cosinus verse de l’arca, 
fit les notations 


arc sin((a)), arc cos((a)), arc tang((a)), 
arc cot((a)), arc sfic((a)), arc cosec((a)) 

indiqueront un quelconque des arcs qui ont la quantite a pour sinus, 
ou cosinus, ou tangente, ou cotangente, ou secantc, ou cosecante. 
Nous nous servirons des notations simples 

arc sin (a), are cos (a), arc tang (a), arc col(a), arc sfic(a), arc cos6c(a:)> 
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ou rneme, en supprimant tout a fait les parentheses, des notations 
suivantes 

arc sin a, arceosa* arctanga, arccota, arcs 6 ca, arccosSca, 

lorsque, parmi les arcs dont une ligne trigonometrique est egale a a, 
nous voudrons designer celui qui a la plus petite valeur numerique, 
ou, si ces arcs sont deux a deux egaux et de signes contraires, celui 
qui a la plus petite valeur positive. En consequence, 

arcsina, arctanga, arccota, arccos 6 ca 

indiqueront des arcs positifs ou negatifs, mais compris entre les 
limites 

it it 

-, _j-, 


7 t designant la demi-circonference dans le cercle qui a pour rayon 
l’unite, tandis que 

arc cos a, arcs 6 ca 

indiqueront des arcs positifs compris entre les limites o etit. 

En vertu des conventions que Ton vient d’etablir, si Ton designe 
par k un nombre entier arbitraire, on aura evidemment, pour des 
valeurs quelconques positives ou negatives de la quantite a, 


(3) 


arc sin ((a)) — ^ dr ^ — arc sina 

arc cos ((a)) = zt arc cos a zb zkn, 
arctang((a)) = arc tang a zb k n, 
re 

arc cos a 4- arcsina = 

2 

arc coseca + arc seca = -• 

2 


bz 2 /r 7 r, 


On trouvera de plus, pour des valeurs positives de a, 


(4) 


arc cot a ■+■ arc tang a = 


7T 

— > 

2 


4 ■ 


OMuvres de C. — S. U, t. III. 
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et, pour des valeurs negatives de a, 

% 

(5) arc cot a 4-arc tang « = — -• 


Lorsqu’une quantite variable converge vers une limite fixe, il est 
souvent utile d’indiquer cette limite par une notation particulibre; 
c’est ce que nous ferons, en plagant l’abreviation 

lim 


devant la quantity variable dont il s’agit. Quelquefois, tandis qu’une 
ou plusieurs variables convergent vers des limites fixes, une expres¬ 
sion quirenferme ces variables converge ada foisvers plusieurs limites 
differentes les unes des autres. Nous indiquorons alors une quclconque 
de ces derni'eres limites a l’aide de doubles parentheses placeos a la 
suite del’abreviation lim, demaniere a entourer 1 ’expression que Ton 
considere. Supposons, pour fixer les idees, qu’une variable positive 
ou negative representee par a? converge vers la limite o, et designons 
par A un nombre constant: il sera facile de s’assurer que chacune des 
expressions 

lim A®, lim sin a? 


a une valeur unique determinee par l’equation 


* 

OU 

tandis que 1’expression 


lim i 


lim sin 3? = o, 


lim (u 


admet deux valeurs, savoir, -f-oo, — oo, et 



une infinite de valeurs comprises entre les limites — i et -h i. 


Nous allons terminer ces preliminaires en presentant, sur les quan- 
tites moyennes, plusieurs theoremes dont la connaissance nous sera 
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fort utile dans la suite de cet Ouvrage. On appelle moyenne entre plu- 
sieurs quantites donnees une nouvelle quantite comprise entre la plus 
petite et la plus grande de celles que Ton considere. D’apres cette 
definition, il est clair qu’il existe une infinite de moyennes entre plu- 
sieurs quantites inegales, et que la moyenne entre plusieurs quantites 
egales se confond avec chacune d’elles. Cela pose, on etablirafacilement, 
ainsi qu’on peut le voir dans la Note II, les propositions suivantes : 

TintoRfcME I. — Soient b, b', b", ... plusieurs quantiles de mime signe 
en nombre n, et a, a', a", ... des quantites quelconques en nombre igal 
a celui des premieres. La fraction 

a -t- a' + . 

l + b‘+b"+... 

sera moyenne entre les suivantes 

a a! a" 

V W W 

Corollaire. — Si Ton suppose 

b = b'=b* = ... = i, 

on conclura du theoreme precedent que la quantite 

a -h a' + a" -4-... 
n 


est moyenne entre les suivantes 

a, o ', .... 

Cette espece particuliere de moyenne estce qu’on nomme une moyenne 
arithmelique. 

Theoreme II. — Soient A, A', A", ...; B, B', B", ... deux suites de 
nombres pris a volonte, et formons avec ces deux suites, que nous suppo - 
sons renfermer chacune un nombre n de termes , les racines 
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B+R-f-b"... r——--- 

v A A ... sera une nouvelle racme moyenne entre toutes les 

autres . 

Corollaire. — Si l’on prend 

B = B'— B"—.. . = j, 

on trouvera que la quantite positive 


■ v/AA'A"... 

est moyenne entre les suivantes 


A, A', A", .... 

Cette moyenne, d'une espSce particuliSre, esl celle que l’on nomme 
moyenne geometrique. 


TheorEme III. 
si a, a\ a", 
fraction 


Les mimes chases etant posies que. dans le theoreme I, 
designent encore des quantitis de mime signe, la 

of a cd cd -f- cd 1 . 

«6 + a'J'+rt' + . 


sera moyenne entre les suivantes 


a a' a " 

b’ F’ b"’ 

Corollaire. - Si Ton suppose 

b = b ! — b" — . . —: J' 

on conclura du theortme prudent que la somme 


■+• a f ot r aJ f od ! . 

.esUquivalente au produit de. 


par une moyenne entre les quantites a, a!, a", 

Pourabrtger, lorsque nous voudrons designer une moyenne entre 
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plusieurs quantites a, a', a", ..., nous nous servirons de la notation 


M(< 2 , a! 9 a!', ...). 


Cela pose, les theoremes qui precedent et leurs corollaires se trou- 
veront compris dans les formules 


( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 

(9) 

(10) 

(11) 


b -h b' - 4 - b n -h... 

ct —1— ct! —f- o!^ ,.. 

n 

B + B'+ .. 


V/AA'A"... 
V'AA'A'... 


= M U’P’*” 

= M (a, a!, a\ . ..), 

= m( b v/a,Va\VaV--), 

= M(A,A',A", ...), 


T / a a f a n 

V V’ W 


ba~\- b'ad- 1- b ,! a! ! -\- ... 

<zaH- a'a'H- a n ... = (« + a'4- a"-K . .)M (a, a r , a ! r , ...), 

Dans ces formules, 


a, a', a", ...; b, b', b”, a, a', a", ... 

representeront trois suites de quantites, et 

A, A', A", B, B', B", ... 

deux suites de nombres formees chacune de n termes differents. La 
troisieme suite est, ainsi que la seconde, uniquement composee de 
quantites de meme signe. 

La notation que nous venons d’adopter fournit le moyen d’exprimer 
qu’une quantite est comprise entre deux limites donnees. En effet, 
toute quantite comprise entre les limites a, b etant une moyenne 
entre ces memes limites, on pourra la designer par 

M(«, b). 

Ainsi, par exemple, toute quantite positive pourra etre representee par 
M(o, oo), toute quantite negative par M(—oo, o), et toute quantite 
reelle par M(— oo, -t-oo). Lorsque nous voudrons indiquer indistinc- 
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tement une quelconque des quantites renfermees cntre les limit 
et b, nous doublerons les parentheses, et nous ecrirons 

M {{a,b)). 

Par exemple, si Ton suppose que la variable oc converge vers zero 
aura 

lira ((sin -^ = M((-i, + i)), 

attendu quel’expression lim ( (sin^^ admettra une infinite de val< 
comprises entre les valeurs extremes — r o.t -t— x - 


PREMIERE PARTIE. 

ANALYSE ALGEBRIQUE. 


CHAPITRE I. 


BBS FONCTIONS BfiELLES. 


§ I. — Considerations generates sur les fonctions. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre dies 
quo, la valeur de l’une d’elles etant donnec, on puisse en conclure 
les valeurs de toutes les autres, on con^oit d’ordinaire ces diverses 
quantites exprimees an moyen de l’une d’entre elles, qui prend alors 
le nom de variable independante ; et les autres quantites exprimees au 
moyen de la variable independante sont ce qu’on appelle des fonctions 
de cette variable. 

Lorsque des quantites variables sont tellement liees entre elles 
que, les valeurs de quelques-unes etant donnees, on puisse on con¬ 
clure celles de toutes les autres, on conqoit ces diverses quantites 
exprimees au moyen de plusieurs d’entre elles, qui prennent alors 
le nom de variables independantes ; et les quantites restantes, expri¬ 
mees au moyen des variables independantes, sont ce qu’on appelle 
des fonctions de ces memes variables. 

Les diverses expressions que fournissent 1’Algebre et la Trigono- 
metrie, lorsqu’elles renferment des variables considerees comme indd- 
pendantes, sont autant de fonctions de ces m6mes variables. Ainsi, par 
exemple, 

L{x), sina?, ... 
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sont des fonctions de la variable x; 

x-v-y, xy, xyz, ... 

des fonctions des variables x et y ou x, y et z, _ 

Lorsque des fonctions d’une ou de plusieurs variables se trouvei 
comme dans les exemples precedents, immediatement exprimees 
moyen de ces memes variables, elles sont nominees fonctions exp 
cites. Mais, lorsqu’on donne seulement les relations entre les for 
tions et les variables, c’est-a-dire les equations auxquelles ces qua 
tites doivent satisfaire, tant que ces equations ne sont pas resolu 
algebriquement, les fonctions, n’etant pas exprimees immediateme 
au moyen des variables, sont appelees fonctions implicites. Pour 1 
rendre explicites, il suffit de resoudre, lorsque cela se peut, les equ 
tions qui les determinent. Par exemple,,y etant une fonction implici 
de x determinee par liquation 

My) = x, 

si l’on nomme A la base du systeme de logarithmes que Ton cons 
d&re, la meme fonction, devenue explicite par la resolution de 1’equ 
tion donnee, sera 

y = A*. 

Lorsqu’on veut designer une fonction explicite d’une seule v 
riable x ou de plusieurs variables x, y, z, ..., sans determiner 
nature de cette fonction, on emploie l’une des notations 

/(«), F(a;), <p(x), x( x )> 'K®)- ®(^), 
f(x,y,z, ...), F (x,y, tf(x,y,s,...) . 

Pour qu’une fonction d’une seule variable soit completement dete 
minee, il est necessaire et il suffit que de chaque valeur particulib 
attribute a la variable on puisse deduire la valeur correspondante < 
la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, la fon 
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tion donnee en obtient plusieurs differentes Ies uncs des autres. Con- 
formemont aux conventions adoptees dans les preliminaires, nous 
designerons d’ordinaire ces valeurs multiples d’une fonction par des 
notations dans lesquelles la variable sera entouree de doubles traits 
ou do doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 

arc sin ((a;)) 

indiqucra un quelconque des arcs qui ont x pour sinus; 

% 

vjjx =± \jx 

l’une quelconque des deux racines carrees de la variable x supposee 
positive, etc. 

§ II. — Des fonctions simples. 

Parmi les fonctions d’une variable x, on appelle simples celles qui 
resultent d’une seule operation effectuee sur cette variable. Les fonc¬ 
tions simples que Ton considere ordinairement en Analyse sont en 
trfcs petit nombre, et se rapportent les unes a l’Algebre, les autres 
a la Trigonometrie. L’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, 1’elevation aux puissances et l’extraction des racines, enfin 
la formation des exponentielles et des logarithmes produisent les fonc¬ 
tions simples qui se rapportent a I’Alg&bre. En consequence, si 1’on 
designe par A un nombre constant, et par a = ± A unc qiiantite con- 
stante, les fonctions algebriques simples de la variable x seront 

a h- x, a — x, ax , x a , k x , h{x). 

Nous ne tenons pas ici compte des racines, parcc qu’on peut toujours 
les ramener aux puissances. Quant aux fonctions simples qui se rap¬ 
portent a la Trigonometrie, on pourrait en compter un grand nombre, 
si l’on rangeait parmi les fonctions simples toutes les lignes trigono- 
m6triques et les arcs qui correspondent a ces memes lignes; mais 
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nous les reduirons aux quatre suivantes 

sin;r, cosa-, 
arcsine, arc cos#, 

et nous mettrons au nombre des fonctions composees les au 
lignes trigonometriques tangle, sec cc, ... avee les arcs corres] 
dants arctanga?, arcseca?, attendu quo ces derniercs li| 

peuvent toujours etre exprimees par le moycn du sinus et 
cosinus. Nous pourrions meme, a la rigueur, reduire les deux f 
tions simples sina; et cosa? a une scule-, puisqu’elles sont liees e 
elles par l’equation sin 2 m -+- cos 2 ;r = i; mais l’emploi de ces d 
fonctions est si frequent, qu’il est utile do les conscrver toutes c 
a la fois dans le calcul comme fonctions simples. 

§ III. — Des fonctions composees. 

Les fonctions qui se deduisent d’une variable a l’aide de plusi 
operations prennent le nom de fonctions composees; et Ton distir 
parmi ces dernieres les fonctions de fonctions qui resultent de 
sieurs operations succcssives,' la premiere operation etant effee 
sur la variable, et chacune des autres sur le resultat de l’opera 
precedente. En vertu de ces definitions, 

- xr I-* 
x x , Ux, —, • • • 

X 

sont des fonctions composees de la variable tv; et 

l(shix), l(cosx), ... 

des fonctions de fonctions, dont chacune resulte de deux operat 
successives. 

Les fonctions composees se distinguent les uncs des autres pi 
nature des operations qui les produisent. II semble que l’on de’ 
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nommer fonctions algebriques toutes celles que fournissent les ope¬ 
rations de l’Algebre; mais on a reserve particulierement ce nom a 
celles que l’on forme en n’employant que les premieres operations 
algebriques, savoir, l’addition et la soustraction, la multiplication et 
la division, enfin l’elevation a des puissances fixes; et, d£s qu’une 
fonction renferme des exposants variables ou des logarithmes, elle 
prend le nom de fonction exponentielle ou logarithms que. 

Les fonctions que Ton nomine algebriques se divisent en fonctions 
rationneUes et fonctions irralionnelles. Les fonctions rationnelles sont 
celles dans lesquelles la variable ne se trouve elevee qu’a des puis¬ 
sances entiercs. On appelle, en particulier, fonction entie're tout polv- 
nome qui ne renferme que des puissances entieres de la variable, par 
exemple, 

a-\-bx-+-cx 2 -h..., 

et fonction fraclionnaire ou fraction rationnelle le quotient de deux 
semblables polynomes. Le degre d’une fonction entiere de x est l’ex- 
posantde la plus haute puissance de x dans cette meme fonction. La 
fonction entiere du premier degre, savoir 


a 4- bx 


s’appelle aussi fonction lineaire, parce que, dans 1’application a la Geo- 
metrie, on s’on sert pour representer l’ordonnee d’une ligne droite. 
Toute fonction entiere ou fractionnaire est par cela meme rationnelle, 
et toute autre espfece de fonction algebrique est irrationnelle. 

Les fonctions que produisent les operations de la Trigonometrie 
sont designees sous le nom de fonctions trigonometriques ou circu- 
laires. 

Les divers noms que Ton vient d’attribuer aux fonctions compo- 
sees d’une sculc variable s’appliquent egalement aux fonctions de 
plusieurs variables, lorsque ces dernieres fonctions jouissent, par 
rapport a chacune des variables qu’elles renferment, des proprietes 
que supposent les noms dont il s’agit. Ainsi, par exemple, tout poly- 
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nome qui ne contiendra quo des puissances entieres des variable 
y, s, ... sera une fonction entiere de ces variables. On appelledi 
de cette fonction entiere la somme des exposants des variables dai 
terrae oil cette somme est la plus grande. Une fonction entiere du 
mierdegre, telle que 

a H- hx cy -+- dz , 

prend le nom de fonction lineaire. 
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CHAPITRE II. 


DBS QUANTITIES INFINIMENT PETITES OU INFINIHBNT GRANDES, ET DE LA CONTINUITfi 

DES FONCTIONS. 

VALEURS SINGULI6RES DES FONCTIONS DANS QUELQUES CAS PARTICCLIERS. 


§ I. — Des quantiles infinimenl petites el infinimenl grandes. 

On dit qu’une quantite variable devient infinimentpetite, lorsque sa 
valeur numerique decroit indefiniment de maniere a converger vers 
la limite zero. 11 est bon de remarquer a ce sujet qu’on ne doit pas 
confondre un decroissement constant avec un decroissement inde- 
fini. La surface d’un polygone regulier circonscrit a un cercle donne 
decroit constamment a mesure que le nombre des cotes augmente, 
mais non pas indefiniment, puisqu’elle a pour limite la surface du 
cercle. De meme encore, une variable qui n’admettrait pour valeurs 
successives que les differents termes de la suite ’ 

2 3 4 5 6 
I 2 3 4 D 

prolongee a 1’infini, decroitrait constamment, mais non pas'indefini¬ 
ment, puisque ses valours successives convergeraient vers la limite i. 
Au contraire, une variable qui n’aurait pour valeurs successives que 
les differents termes de la suite 

i i i i i i 

4 3 6 5 8 7 f 

prolongee a I’infini, ne decroitrait pas constamment, puisque la diffe¬ 
rence entre deux termes consecutifs de cette suite est alternativement 
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positive et negative; et, neanmoins, elle decroitrait indefiniment 
puisque sa valeur finirait par s’abaisser au-dessous de tout nombr 
donne. 

On dit qu’une quantite variable devient infiniment grande, lorsqu< 
sa valeur numerique croit indefiniment de manierc a converger ver 
la limite oo. II est encore essentiel d’observer ici qu’on ne doit pa 
confondre une variable qui croit indefiniment avcc une variable qu 
croit constamment. La surface d’un polygone regulier inscrit a ui 
cercle donne croit constamment, mais non pas indefiniment, a mesur 
que le nombre des cotes augmente. Les termes de la suite naturell 
des nombres entiers 

X, 2, 3, 4, 5, ... 

croissent constamment et indefiniment. 

Les quantites infiniment petites et infiniment grandes jouissent d 
plusieursproprietes, qui conduisent a la solution de questions impor 
tantes, et que je vais expqser en peu-de mots. 

Soit a une quantite infiniment petite, e’est-a-dirc une variable don 
la valeur numerique decroisse indefiniment. Lorsque dans un mem 
calcul on fait entrer les diverses puissances entieres de a, savoir 

a, a~, a 3 , ..., 

ces diverses puissances sont respectivement designees sous le nor 
d’infiniment petits du premier, du second, du troisieme ordre, etc. Ei 
general, on appelle infiniment petit du premier ordre toute quantit 
variable dont Ie rapport avec a converge, tandis que la valeur nume 
rique deadiminue, vers une limite finie differente de zero; infinimen 
petit du second ordre toute quantite variable avec a, et dont le rap 
port avec a a converge vers une limite finie differente de zero, etc. Cel 
pose, si Ton designe par k une quantite finie differente de zero, et pa 
£ un nombre variable gui decroisse indefiniment avec la valeur nume 
rique de a, la forme generate des quantites infiniment petites du pre 
mier ordre sera 


k« ou du moins kx(izbe); 


PREMIERE PARTIE. 


CHAPITRE II. 


39 


la forme generate des quantites inliniment petites du second ordre 
k a 2 ou du moins ka t (i±s), 


entin la forme generate des inlinimcnt petits de I’ordre n (n repre- 
sentant un nombre entier) sera 

ka ' 1 ou du moins ka n ( i±e). 

On peut facilement etablir, a I’egard do ces divers ordres de quantites 
inlinimcnt petites, les theoremes suivants : 

TiiEOiUiMK 1. — Si l’On compare I’un a Vautre deux infinimenl petits 
d'ordres differents, pendant que tous les deux convergeront i'ers la lirnile 
zero, celui qui est de I’ordre le plus eleve fuiira par oblenir conslammenl 
la plus petite valeur numerique. 

Demonstration. — Soicnt, en effet, 

A-a«(i±e), k'(x n \i±d) 

deux infiniment petits, l’un de l’ordre n, l’autre de l’ordre n', et sup- 
posons «'>•«; le rapport entre le second de cos inlinimcnt petits ct 
le premier, savoir 

k r , i dz s r 
k i it s 

convergera indefiniment avec a vers la limite zero, ce qui nc pent 
avoir lieu qu’autant que la valeur numerique du second finit par de- 
venir constamment inferieure a celle du premier. 

Tiieor^me II. — Un infiniment petit de Vordre n , c’esl-a-dire de la 
forme 

ka n (r it e), 

change de signe avec a toutes les fois que n est un nombre impair, el 
conserve pour de tres petites valeurs numeriques de a le m$me signe que la 
quantile k, lorsque n est un nombre pair. 

Demonstration . — En effet, dans la premiere livpothesc, a" change 
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de signe avec a, et, dans la seconde, a" est toujours positif. De pli 
le signe du produit k (i ± s) est le meme que eelui de k, lorsque e ( 
tres petit. 

a 

Theor£me III. — La somme de plusieurs infiniment petits des ordres 

n, n f 9 n", 

(n\ n", ... designant des nombres superieurs a n) est art nowel infii 
merit petit de Vordre n. 

Demonstration . — En effet, 

kct n (i dzs) H- k’ a rt '(i dz s') -+- k lf a n " (i zb e") -4-... 

[ k r k n 

i dz s H~ -p atl '~ n (i dz s') -+- -j~ a tl "~ n (i dz s 1 ') 

= ka fl (i dz £.,), 

! 

£, etant an nombre qui converge avec a vers la limite zero. 

Des principes qu’on vient d’enoncer on deduit aisement, comn 
on va le voir, plusieurs propositions remarquables qui so rapportent 
des polynomes ordonnes suivant les puissances ascendantes d’ur 
quantite infiniment petite a. 

Theor^me IV. — Tout polynome ordonne suivant les puissances asce) 
danles de a, par exemple 

ci I) ci C ot" ~4~. . . 

ou, plus generalement, 

a aJ l -4- b <x n '-b c a n "-\-. . . 

(les nombres n, n', n", ... formant une suite croissante ), finit par far 
pour de iris petites valeurs numeriques de a, constamment de m$me sigi 
que son premier terme 

a ou act". 

Demonstration. — En effet, la somme faite du second terme et d 
ceux qui le suivent est, dans le premier cas, un infiniment petit d 
premier ordre, dont la valeur numerique finit par etrc inferieure 
celle de la quantite finie a, ct, dans le second cas, un infiniment pel 


wm. 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE IT. 


41 



de l’ordre n', qui finit par obtenir constamment une valeur numerique 
inferieure a celle d’un infiniment petit de l’ordre n. 

TiiEORiME V. — Lorsque, dans le polyndme 

aa a 4 - b cL n '-{- c a n "-h -..., 

ordonne suimnt les puissances ascendantes de a, le degre n! du second 
terme est un nombre impair, ce polyndme, pour de tres petiles valeurs 
numeriques de a, est tantdt superieur et tantdt inferieur a son premier 
terme aoi n 9 suimnt que la variable a et le coefficierit b sont de mime signe 
ou de signes contraires. 

Demonstration. — En effet, dans 1’hypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier, savoir 

boc n '~\~ ca^-h.. 

sera, pour de tres petites valeurs numeriques de a, de meme signe 
que chacun des deux produits b a A/ , ba. 

THtiORiiME YI. — Lorsque , dans le polyndme 
aa n 4 - ba n ' 4- ca n "4-. . 

ordonne suimnt les puissances ascendantes de a, le degre n r du second 
terme est un nombre pair , ce polyndme, pour de tres petites valeurs nume¬ 
riques de a, finit par devenir constamment superieur a son premier terme, 
toutes les fois que b est positif, et constamment inferieur, loutes les fois 
que b est negatif. 

Demonstration. — En effet, dans Tlxypothese admise, la somme des 
termes qui suivent le premier aura, pour de tres petites valeurs nu¬ 
meriques de d , le signe du produit b a'*', et, par suite, le signe de b. 

Corollaire. — En supposant, dans le theoreme qui precede, n = o, 
on obtiendra la proposition suivante : 

Th£orI;me YIL — Si, dans le polyndme 

a 4- b oc n '-h c a n -\- f . 

ordonne suimnt les puissances ascendantes de cl, n f designe un nombre 
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pair; parmi les valeurs de ce polyndme correspondantes a des valeui 
finiment petites de a, celle qui correspond a a = o, c'est-d-dirc a, 
toujours la plus petite, lorsque b sera posilif, et la plus grande, lorn 
sera negatif , 

Cette valeur particulifere clu polyndme, plus grande ou plus p 
que toutes les valeurs voisines, est ce qu’on appclle an maxima/ 
un minimum. 

Les proprietes des quantites infiniment petites elant etablies 
en deduit les proprietes analogues des quantites infiniment gran 
en observant que touto quantite variable de cette dernierc t»s 
peut etre represented par a designant une quantite infinit 
petite. Ainsi, par excmple, lorsque, dans lc polyndme 
ax ni -h cx m -~- h.. . -1- fix -i- /»*, 

ordonne suivant les puissances descendants de? la variable .t\ c 

variabledevientinfiniment grande; on la mettant sous la forme - 

reduitle polyndme dont il s’agit a 

a ( b c , h I: \ 

— n— cH— a- -I a'"" 1 — x m ), 

oc m \ a a a a ) 

etl’on reconnait alors immediatement que, pour de Ires petites 
leurs numeriques de a, ou, ce qui rcvienl an memo, pour de 
grandes valeurs numeriques do x, ce polyndme est de memo signs 
son premier terme 

a 

— = ax m . 

<x m 

Comme eette remarque subsiste dans lc cas memo ou quelques-ti 
des quantites b, c, h, k se reduisent a zero, il en result qt 
peutenoncer le theoremc suivant: 

TheorIme VIII. — Lorsque, dans un polyndme ordonne suivant les p 
sances descendantes de la variable x, on fait croitre indefinimenl la 
leur mmenque de cette variable, le polyndme finil. par dire conslamn 
de mime signe que son premier terme. 
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§ II. — De la continuite des fonctions. 

Parmi les objets qui se rattachent a la consideration des infiniment 
petits, on doit placer les notions relatives a la continuite ou a la dis- 
continuite des fonctions. Examinons d’abord sous ce point de vue les 
fonctions d’une seule variable. 

Soit f(x) une fonction de la variable x, et supposons quo, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre deux limites donnees, cette 
fonction admette constamment une valeur unique et finie. Si, en par- 
tant d’une valeur de x comprise entre ces limites, on attribue a la va¬ 
riable x un accroissement infiniment petit a, la fonction elle-meme 
recevra pour accroissement la difference 

f(x -4- a) — /(«), 

qui dependra en meme temps de la nouvelle variable a et de la valeur 
de x. Cela pose, la fonction f(x) sera, entre les deux limites assi¬ 
gnees a la variable x, fonction continue de cette variable, si, pour 
chaque valeur de x intermediaire entre ces limites, la valeur nume- 
rique de la difference 

f(x + x)—f(x) 

decroit indefiniment avec celle de a. En d’autres termes, la fonc¬ 
tion fix') restera continue par rapport a x entre les limites donndes, si, 
entre ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction elle-mSme. 

On dit encore que la fonction f(x) est, dans le voisinage d’uno 
valeur particuliere attribute a la variable x, fonction continue de 
cette variable, toutes les fois qu’elle est continue entre deux limites 
de a;, meme tres rapprochees, qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu’une fonction f(x) cesse d’etre continue dans le voisi¬ 
nage d’une valeur particuliere de la variable x, on dit qu’elle devient 
alors discontinue et qu’il y a pour cette valeur particuliere solution de 
continuite. 
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D’apres ces explications, il sera facile de reconnaitre entre quelles 
limites une fonction donnee de la variable x est continue par rapport 
a cette variable. Ainsi, par exemple, la fonction sin#, admettant 
pour chaque valeur particuliere de la variable x une valeur unique et 
finie, sera continue entre deux limites quelconques de cette variable, 
attendu que la valeur numerique de sin(^a), et par suite celle de la 
difference 

sin(# + a) — sin#;=r 2 sin (fa) cos(# -+- fa), 

decroissent indefiniment avec celle de a, quelle que soit d’ailleurs la 
valeur finie que l’on attribue a x. En general, si 1’on envisage sous le 
rapport de la continuity les onze fonctions simples que nous avons 
considerees ci-»dessus (Chap. I, § II), savoir 

a-\-x , a — x, ax, x a , A x , L(#), 

sin#, cos#, arc sin#, arc cos#, 

on trouvera que chacune de ces fonctions reste continue entre deux 
limites finies de la variable x, toutes les fois que, etant constamment 
reelle entre ces deux limites, elle ne devient pas infinie dans l’inler- 
valle. 

Par suite, chacune deces fonctions sera continue dans le voisinage 
d’une valeur finie attribute a la variable x, si cette valeur finie se 
trouve comprise : 

Pour 

les fonctions 
a 7+- x \ 
a — x 1 

ax [ _ , 

/ entre les limites xz=. — ao, 3? = + oo; 

A* i 

sin x \ 

cos# I 

Pour 

la fonction 

1 0 entre les limites — 00, # = o, 

2 0 entre les limites x 0, # := 00; 
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Pour 

les fonctions 
x a ) 

entre les limites x=zo, x=zcc; 

L{x) ) 

enfrn 

Pour 

les fonctions 
arcsine j 

[ entre les limites x=z — i, a? = 4-1. 
arc cos# ) 

II est bon d’observer que, dans le cas oil l’on suppose a = ±m (m de- 
signant un nombre entier), la fonction simple 

x a 

cst toujours continue dans Ie voisinage d’une valeur finie de la va¬ 
riable x, pourvu que cette valeur soit comprise : 

si a = -\-m, entre les limites x—— oo, x — -t-oo, 

| entre les limites x — — x, x—-o 
si a =— m, < ou bien 

\ entre les suivantes x = o, x = oo. 

Parmi les onze fonctions que l’on vient de citer, deux seulement 
dcviennent discontinues pour une valeur de x comprise dans l’inter- 
valle des limites entre lesquelles ces memes fonctions restent reelles. 
Les deux fonctions dont il s’agit sont 

^ et x a (lorsque « = —w). 

L’une et l’autre deviennent infinies, et par consequent discontinues, 
pour x = o. 

Soit maintenant 

...) 

une fonction de plusieurs variables x, y, z r et supposons que, 
dans le voisinage de valeurs particulieres X, Y, Z r ... attribuees a ces 
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variables, f{x, y, z, ...) soit a lafois fonction continue dex, fonction 
continue de y, fonction continue de z, .... On prouvera aisemeni 
que, si Ton desi'gne par a, 6, y, ... des quantites infiniment petites, 
et si Ton attribue a x, y, z, ... les valeurs X, Y, Z, ... ou des valeurs 
tres voisines, la difference 

-t- <x,y -4- 6, s 4- y) — f(x,y, z, ...) 

sera elle-meme infiniment petite. En effct, il est clair que, dans l’hy- 
poth&se precedente, les valours numeriques des differences 

f(x + a,y, s, - ••) — f{x,y,z, ...), 
f(x-h a, y- !-6, s, . — + a,y, z, . . .), 

/(* + «, y + 6, s + y, .-•)—/(#-+- a, y •+- 6, z, .. .), 


decroitrontindefiniment avec celles des quantites variables a, 6, y, 
savoir, la valeur numerique de la premiere difference avec la valeur 
numerique de a, celle de la seconde difference avec la valeur nume¬ 
rique de 6, celle de la troisieme avec la valeur numerique de y, et 
ainsi de suite. On doit en conclure que la somme de toutes ces diffe¬ 
rences, savoir 

f(x + tx,y-h§,z-hy, ...)—/( x, y, z, ...), 

convergera vers la limite zero, si a, 6, y, ... convergent vers cette 
meme limite. En d’autres termes, 


/(* + <*> J + 6, z-hy, ...) 

aura pour limite 

s, ...). 

La proposition qu’on vient de demontrer subsiste evidemment dans 
le cas meme oil l’on etablirait entre les nouvelles variables a, 6, y, ... 
certaines relations. II suffit que ces relations permettentaux nouvelles 
variables de converger toutes en meme temps vers la limite zero. 
Lorsque, dans la m6me proposition, on remplace x, y, z, ... pai 
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X, Y, Z,..., et x + a, y -+- 6, z -+- y, ... par x, y, z, ..., on obtient 
l’enonce suivant: 

TiiEORfiME 1. — Si les variables x, y, z, ... ont pour limites respectives 

les quantiles fixes et ddterminees X, Y, Z. et que la fonction 

f(&, y> z > •) s °it continue par rapport a chacune des variables x, y, 
z, ... dans le voisinage du systime des valeurs particulieres 

'•* = X, y = Y, a = Z, ..., 

f(x, y, s, ...) aura pour limite /(X, Y, Z, ...). 

Comme, dans ce second enonce, les variables a, 6, y, ... se trouvent 
remplacees par x — X, y — Y, s — Z, ..., les relations qu’on pouvait 
etablir, dans le premier enonce, entre a, 6, y, ..., pourront etre eta- 
blies, dans le second, entre les quantites x — X, y — Y, s — Z; et il 
cn resulte que la fonction f(x,y, z, ...) aura pour limite/(X, Y, Z,...), 
dans le cas meme oil les variables x, y, s, ... seraient assujettios a 
certaines relations, pourvu que ces relations leur permettent de s’ap- 

prochcr indefiniment des limites X, Y, Z. 

Supposons, pour fixer les idees, que x, y, s, ... soient fonctions 
d’une meme variable t consideree comme independante, et continues 
par rapport a cette variablfe dans le voisinage de la valeur particulifere 

t = T. 

Si Ton fait, pour plus de commodite, 

f(x,y, z, — 

u sera ce qu’on appelle une fonction composee de la variable t; et, si 

X, Y, Z, ..., U 
designent respectivement ce que deviennent 

x, y, z, ..., u 

dans le cas oil l’on suppose t = T, il est clair, d’une part, qu’une 
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valeur de t tres voisine de T fournira pour u uae valeur unique et 
finie; d’autre part, qu’il suffira de faire convergers vers la limite T, 
pour que les variables x, y, z, ... convergent vers les limites X, Y, 
Z, ..., et, par suite, la fonction u = f(x,y, s, ...) vers la limite 
U = _/(X, Y, Z,...). On prouverait absolument de la meme maniere 
que, si 1’on attribue a t une valeur tres voisine de T, la valeur corres- 
pondante de la fonction u sera la limite de laquelle cette fonction 
s’approchera indefiniment, tandis que t convergera vers la valeur 
donnee; et 1’on doit conclure que u sera fonction continue de t dans 
le voisinage de t = T. On peut done enoncer le theor&me suivant: 

Theoreme II. — Designons par 

x, y, z, ... 

plusieurs fonctions de la variable t, qui soient continues par rapport a 
cette variable dans le voisinage de la valeur particuliere l = T. Soient, 
deplus, 

X, Y, Z, ... 

les valeurs particulUres de x, y, s, ... correspondantes a t = T; et sup- 
posons que, dans le voisinage de ces valeurs particulieres, la fonction 

u=f{x,y,z, ...) 

soil en mime temps continue par rapport a x, continue par rapport ay, 
continue par rapport a z, ...; u, consideree comme une fonction de t, 
sera encore continue par rapport a t dans le voisinage de la valeur parti¬ 
cular e t = J. 

Si, dansle theoreme precedent, on reduit les quantites variables x, 
y, z, ... a une seule, x, on obtiendra un nouveau theoreme, qu’on 
peut enoncer comme il suit : 

THtiORiME III. — Supposons que, dans Vequation 

u = f{x), 

la variable x soit fonction d’une autre variable t. Concevons de plus que 
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la variable x soil fonction continue de t dans le voisinage de la valeitr 
particuhe're t = T, et u fonction continue de x dans le voisinage de la 
valeur particuhere x = X correspondanle a t = T. La quantile u, consi- 
deree comme fonction de t, sera encore continue par rapport a celte va¬ 
riable dans le voisinage de la valeur particuliire l = T. 

Supposons, par exemple, 

u = ax et x = t n , 

a designant une quantite constante, et n un nombre entier. On con- 
clura du theoreme III que 

u = at n 

est, entre deslimites quelconques de la variable t, fonction continue 
de cette variable. 

De meme, si Ton fait 


X 

u,-=. x = %\nt, y — tost; 

on conclura du theoreme II que la fonction 

u = tang* 

est continue par rapport a t dans le voisinage d’une valeur finie quel- 
conque de cette variable, toutes les fois que la valeur dont il s’agit 
n’est pas comprise dans la formule 

t — ± ikn ± 

2 

k designant un nombre entier; c’est-a-dire toutes les fois qu’a cette 
valeur de t correspond une valeur finie de tang*. Au contraire, la fonc¬ 
tion tang* admettra une solution de continuity, en devcnant infinie, 
pour chacune des valeurs de * comprises dans la formule prece- 
dcnte. 

Supposons encore 

u~a~hx~hy-+-z-h.. 
x = bt, y cr 2 , ..., 


OEuvrcs de C .— S. II, t. III. 
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a b c, . designant des quantites constantes. Alors, a etant fonctic 
continue de x, y, s, ... entre des limites quelconqucs do ces variable 
etx,y, s, ... fonctions continues de la variable t cntrc des limit 
quelconques de cette derniere, on conclura da theorem© III que 


fonction 


. nf~ - 4 - 


est elle-meme continue par rapport a t entre des limites quelconque 
Par suite, comme t = o donnc u = a, si l’on fait converger t vers 
limite zero, la fonction u convergera vers la limite a ct finira p. 
obtenir le meme signc que cette limite, ce qui s’aecorde avec le the 
reme IV du § I. 

Une propriete remarquable des fonctions continues d’unc seu 
variable, cost de pouvoir servir a representer en Geometric les or<lo 
nees de lignes continues droites ou courbes. De cette remarque c 
deduit facilement la proposition suivante : 

Theoreme IV. - Si la fonction /(.r) est continue par rapport a 
variablex entre les limites cc — x n , x = X, ct qua ion dcsigne par b u, 
quantile intermediaire entre fix f ^/(X), on pourra Loujours satis/m 
a iequation 

f O )b 

par une ou plusieurs valours reelles de x comprises entre x 0 el X. 

Demonstration. — Pour etablir la proposition precedente, il suf 
defairevoir quo tacourbe qui a pour equation 

r-A*) 

rencontrera une ou plusieurs fois la droite qui a pour equation 

y — b 

dansl’intervalle compris entre les ordonnees qui correspondent a< 
abscisses x 0 et X; or e’est evidemment ce qui aura lieu dans I’hfp 
these admise.En elfct, la fonction/(a?) etant continue cntrc les limit 
x = x 0 , x = X, la courbe qui a pour equation y — fix') et qui pa* 



PREMIERE PAR TIE. - CIJAP1T RE II. 


51 


i” par Ie point correspondent aux coordonnees x a , f(ccf), 2 0 par le 
point correspondant aux coordonnees X et/(X), sera continue entre 
ces deux points; et, comme l’ordonnee constante b de la droite qui a 
pour equation y = b se trouve comprise entre les ordonnees /(a? 0 ), 
/(X) des deux points que 1’on considere, la droite passera necessaire- 
ment entre ces deux points, ce qu’elle ne peut faire sans rencontrer 
dans l’intervalle lacourbe ci-dessus mentionnee. 

On peut, au reste, comme on le fera dans la Note III, demontrer le 
theoreme IY par une methode dirccte et purement analytique, qui a 
meme I’avantage de fournir la resolution numerique de 1’equation 

/(■*') “ !j . 


§ III. — Valeurs singulieres des functions dans quelques cas 

particuliers. 

Lorsque, pour un svsteme de valeurs attributes aux variables 
qu’elle renferme, une fonction d’une ou de plusieurs variables n’ad- 
met qu’une seule valeur, cette valeur unique se deduit ordinairement 
de la definition meme de la fonction. S’il se presente un cas particu¬ 
lar dans lequel }a definition donnee ne puisse plus fournir immedia- 
tement la valeur de la fonction-que Ton considere, on cherche, la 
limite ou les limitcs vers lesquelles cette fonction converge, tandis 
quo les variables s’approchent indefiniment des valeurs particulieres 
qui leur sont assignees; et, s’il existe une ou plusieurs limites de 
cette espece, elles sont regardees comme autant do valeurs de la fonc¬ 
tion dans l’liypothese admise. Nous nommerons valeurs singulieres de 
la fonction proposee cedes qui se trouvent determinees comme on 
vient de le dire. Telles sont, par exemple, cedes qu’on obtient en 
attribuant aux variables des valeurs infinies, et souvent aussi cedes 
qui correspondent a des solutions de continuity. La recherche des va¬ 
leurs singulieres des fonctions est une des questions les plus impor- 
tantes et les plus dedicates de l’Analyse : elle offre plus ou moins de 
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difficultes, suivant la nature des fonctions et le nombre des variabb 
qu’elles renferment. 

Si d’abord on considere les fonctions simples d’une seule variable 
on trouvera qu’il est facile de fixer leurs valeurs singuli&res. Ces v; 
leurs correspondent toujours a l’une des trois hypotheses 

X = — 00, X — O, X = 00, 

et sont respectivement 


Pour 

les 

fonctions 

a -+• x a quelconque- 

a — x a quelconque- 

( a positif. 

ax 

( a n 6 gatif. 

1 a positif.... 

« ) 
x j 

/ a n 6 gatif. 

( a positif___ 

# a 

( a. n 6 gatif. 

^ ( A sup. h Tunit 6 . . 

j A inf. h l’unit 6 ... 
* 

[ Base des log. sup. 

\ b. I’unitG. 

L(x) < 

i Base des log. inf. 
( # &l’unite. 

sin# ... 

cos# . 


a -b (— oo) — — oo 
a — (— oo) zz co 
a X (— oo) zz — co 
a x (— oo ) zz co 
a 

- zc O 

— 00 

a 

-zz o 

- 00 


A"™ — oo 


sin(— oo) = M((—i, -hi)) 
cos(— oo) = M((—i, -hr)) 



<2-4-go zz 

0 

* . 

a — oo zz 

-o 


X oo zz 

0 


a x oo zz 

-o 

a 

a 


- zz ± oo 



0 

oo 


a 

a 


- =qzoo 

— zz 0 


0 

oo 


o 

II 

o 

QO a ~Z 00 


o 

a 

II 

8 

00 a = 0 


A u — i 

A"=oo 


A u =i 

II 

o 


L (o) zz — oo 

L(co) = 

00 

L(o) = oo 

L(oo) =- 

— 00 


sin(oc) zz 

M(( 


COS (oo) ZZ 

M(( 


La notation M((— i, -hi)) designe ici, comme dans les preliminaire 
une quelconque des quantites moyennes entre les deux limites 

— r et -h i. 


II est bon d’observer que, dans le cas oil Ton suppose a — ±n 
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m designant un nombre entier, la fonction simple 


admet constamment trois valeurs singulieres, savoir : 


lorsque ( m 6tant un nombre pair. 

(— co) rn noo, 

o m 

o> 

a — -i- m \ m 6tant impair. 

(—oo) m ZZ- 00, 

Q m 

= o, 

iorsque j m etant pair... 

( — oo) ~ m — o, 

o 

-00, 

a m — ni ( m etant impair. 

(— 00)-'"= o, ■ 

((<>))• 

~ mm zzz ± oo, 


CO m ZZ O 

oo~~ m zz o 


Considerons maintenant Ies fonctions composees d’une seule va¬ 
riable cc. Quelquefois il est aise de trouver leurs valeurs singulieres. 
Ainsi, par exemple, si l’on designe par k un nombre entier quel- 
conque, on reconnaitra sans peine que la fonction composee 


tangx 


a ses valeurs singulieres comprises dans Ies trois formules 
tang((oo))=rM((— 00, + oo)), 

tang^2 /cnzt =ztoo, 
tang((—oo)) = M((—oo,+oo)), 
tandis que les valeurs singulieres de la fonction inverse 


arc tanga; — arc sin 


i + 


sont respectivement 


arctang(—oo) = --arctang(oo) = -• 

2 2 

Mais souvcnt aussi de semblables questions presententde veritables 
difficultes. Par exemple, on n’apereoit pas immediatement comment 
on peut determiner la valeur singuliere de la fonction 
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lorsqu’on y suppose x — o, ou celle cle la fonction 


1 



lorsqu’on prend x = oo. Pour donner une idee des methodes qui con- 
duisent a la solution des questions de cette espece, jo vais etablir ici 
deux theoremes a l’aide desquels on peut, dans un grand nombre de 
cas, determiner les valeurs singulieres quo rcgoivcnt les deux fonc- 
tions 


/U) 

- 5 

X 


t 


lorsqu’on y suppose x = oo. 

TuEORtME I. — Si, pour des valeurs croissantes de x, la difference 

/(•*-+->) -/{■*■) 

converge vers une certaine limite k, la fraction 

■ A*) 


convergera en mime temps vers la mime limite. 

Demonstration. — Supposons d’abord quo la quantite k ait une va¬ 
lour finie, et designons par e un nombre aussi petit que Ton voudra, 
Puisque des valeurs croissantes de x Font converger la difference 

vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valour assez con¬ 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a h, la difference don 
il s’agit soit constamment comprise entre les limites 

A s 9 A' -f- s. 

Cela pose, si Ton designe par n un nombre entier quclconque, clia' 
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cune des quantiles 

f{h -+• a ) — /(/i + i), 



De plus, pour faire croitre indefiniment la valeur de x, il suffira de 
faire croitre indefiniment le nombre entier n sans changer la valeur 
de h. Supposons, en consequence, que dans l’equation (2) on con- 
sid&re/i comme une quantite constante, eta; comme une quantite va¬ 
riable qui converge vers la limite =0. Les quantites 

fih) } 

X X 


renfermees.dans le second membrc,.convergeront vers la limite zero. 
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et le second membre lui-meme vers une limite de la forme 


k -H cc t 

a etant toujours compris entre — e et h- e. Par suite, le rapport' 

/(g) 

X 

aura pour limite une quantite comprise entre k — t et k -+- e. Ce 
conclusion devant subsister, quelle que soit la petitesse du nombre 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quantity 
En d’autres termes, on aura 

(3) l ira ~ir ~= — /(*)]• 

Supposons, en second lieu, £ = oo. En designant alors par H 
nombre aussi grand que I’on voudra, on pourra toujours attribuer 
nombre h une valeur assez considerable, pour que, x etant egal 
superieur a h, la difference 

f{x + l) —f{x), 

qui converge vers la limite co, devienne constamment superieurc a 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 

f( /i. -h /?.) — f(h) >H 
n 


Si maintenant on pose h -+- n = x, on trouvera, au lieu de l’eqi 
tion (2), la formule suivante 


/(■*') -> 4- H 


x 


R> 


de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limite <x>, 
La limite du rapport 


>H. 


X 


f(x) 


X 
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sera done supericure au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cetle 
lirnile superieure a tout nombre assignable no peut etre que l’infini 
posit if. 

Snpposons enfin k~ — oo. Pour ramenor ce dernier cas au prece¬ 
dent, il suffira d’observer que, la difference" 

f(x -4- i) —f{oc) 

ayant pour limite — oo, la suivanlc 

[-/(*h-i)]-[-/(*)•] 

aura pour limite -t-ao. On en conclura quo la limite de est 

f( r) 

egalc a + =o, et par suite celle de -k~ a — ac. 

Corollaire I. — Pour montrer line application du theoreme prece¬ 
dent, supposons 

f(,T) = L(.r), 

L etant la caracteristique des logarilhmes dans un systeme dont la 
base surpasse l’unile. On trouvera 

/(•» + 0 — f(x) = L(x + i) — L(jc) = L^i+ 

o(, par suite, 

''-= L ( 1+ s) = L <'>=°- 

On peut done alfirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rap¬ 
port 

L(£) 

X 

eonvergera vers la limite zero; et il on resulte que, dans un systeme 
dont la base esl superieure a Vunite, les logarilhmes des nombres croissant 
beaucoup rnoins rapidement que les nombres eux-mimes. 

Corollaire II. — Supposons, en second lieu, 


OEuvrcs de C. — S. II, t. III. 


f{x) — k x , 


8 
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A designant un nombre superieur a l’unite. On trouvera 
/(X + I) — /(ic) = A * 4 - 1 — k x = A* (A — I) 

et, par suite, 

A = A" (A — 1) =oo. 

On peut done aflirmer que, x venant a croitre indefiniment, le rappi 

A® 

X 

converge vers la limite oo, et il en resulte que Vexponentielle A 
lorsque le nombre A surpasse V unite, Jin it par croitre beaucoup pi 
rapidement que la variable x. 

CorollaireIII. — On doit observer, au reste, qu’il n’y a lieu a ch« 
cher par le theoreme I la valeur du rapport 

/O) 

- f 

X 

corrcspondante a x = oc, que dans le cas oil la fonction J(x) devie 
infinie avec la variable x. Si cette fonction restait finie pour x =’a 
le rapport aurait evidemment zero pour limite. 

Je passe au theoreme qui sert a determiner dans plusieurs cas 
valeur de 

[/(*)]* 

pour x = oo. Yoici en quoi il consiste : 

TuEORfeME II. — Si, la fonction f(x') etant positive pourde Ires grand 
valeurs de x, le rapport 

f(x + i) 

/(■*) 

converge, tandis que x croit indefiniment, vers la limite k, l’expression 

cornergera en mime temps vers la mime limite. 
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Demonstration. — Supposons d’abord que la quantile k, neeessai- 
rement positive, ait une valeur finie, et designons par s un nombre 
aussi petit que Ton voudra. Puisque des valeurs croissantes de x font 
convergerle rapport 

/(^ + i) 

/(*) 

vers la limite k, on pourra donner au nombre h une valeur assez con¬ 
siderable pour que, x etant egal ou superieur a h, le rapport dont il 
s’agit soit constamment compris entre les limites 

k - By k -f- s. 


Cola pose, si l’qn designe par n un nombre entier quelconque, cha- 
cune des quantites 

. .. /(A 4-0 /(A + a) _ _ _ f{h + n) 

/(A) ’ /(A-t-i)’ ’ /(A+ « — 


et, par suite, leur movenne geometrique, savoir 


1 



se trouvera comprise entre les limites k — e, k -t- e. On aura done 


f(h + «) ~| 

_ A h ) J 


1 

n 


— k a, 


a etant une quantite comprise entre les limites — e, -+- e. Soit main- 
tenant 

h - 4 — n — cc. 


L’equation precedente deviendra 


( 4 ). 

et l’on en conclura 


r /(*n 

L/(A)J 


1 


■-A 

— k -4- cc, 


i 1 i-i 

[/(*)]'=[/(*)]'(* + «) '• 


( 5 ) 
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De plus, pour faire croitre indefiniment la valour do x, il sut 
faire croitre indefiniment le nombre cntier n, sans changer la 
de h. Supposons, en consequence, quo dans I’equation ( 5 ) o 
sidere h comme une quantite constantc, et x comme une qi 
variable qui converge vers la limite ao. Les quantiles 

rcnfermees dans le second membre, convergeront vers la limit 
le second membre lui-meme vers une limite de la forme 

k ■+■ a, 

a etant toujours compris entre — e et -+- e. Par suite, I’cxpressi 

l/W 

aura pour limite unc quantite comprise entre k ~~ z ct -j— s. 
conclusion devant subsister, quelle que soil la petitessc du non 
il en resulte que la limite en question sera precisement la quar 
En d’autres termes, on aura 

( 6 ) = 

Supposons, en second lieu, la quantite k infinic, c’est-a-dire, p 
cette quantite est positive, k = oo. En designant alors par H un n 
aussi grand que l’on voudra, on pourra toujours attribuer au noi 
une valeur assez considerable pour que, x etant egal ou superie 
le rapport 

I) 

f(x) 

qui converge vers la limite oo, devienne constammcnt superieu 
et, en raisonnant comme ci-dessus, on etablira la formule 
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Si maintcnant on pose h-\-n = x, on trouvera, au lieu do l’equa- 
lion (5), la formule suivantc 

de laquelle on conclura, en faisant converger x vers la limite cc, 

Hm[/(.r);F> H. 

La limite dc l’expression 

[/(^)F 


sera done superieure au nombre H, quelque grand qu’il soit. Cette 
limite, superieure a tout nombre assignable, ne peut etre que I’intini 
positif. 

Nota. — On pourrait facilement demontrer ^equation (6), en clier- 
ehant par le theoremc I la limite vers laquelle converge lc logarithme 


!*[/(*)]'= 


X 


et repassant ensuite des logarithmes aux nombres. 

Corollaire /. — Pour donner une application du theoreme II, sup 
posons 

f{x)~-.x\ 


on aura 


/(X-+-X) _X + 1 _ r , I 
f{x) X X 


et, par suite, en passant aux limites, 

k— r. 


Done, si Ton fait croitre indefiniment la variable x, la fonction 

1 

a?*' 


convergera vers la limite i. 
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Corollaire II. — Soit, en second lieu, 

f(x) ~ ax' l -h bx n ~ l -I- cx n -~- f- ... = P, 

en sorte que P designe un polynome en x du degre n. On trouvera 

b 


f(x -4- 1) 


CL I J -f - 


I — 

X \ X 


l 


/(*) 


b c 

CL - f- — H- —- 
X X 1 


et, en passant aux limites, 

^ a 

_i 

Si done P represente un polynome entier quelconque, P - * aura p 
limite i. 

Corollaire III. — Soitenfin 


f(x) = L(x). 

On trouvera 

.. . T/ . E(-2?) L {i + — E (i -f~ — ^ 

/Qr-t-i) __ L(g + i) _ V »/ =|| V_£/ 

f{x) L(;r) L(a?) ' L(a;) 

et, en passant aux limites, 

k — i. 

1 

Par suite, \L(x)\ r a encore pour limite l’unite. 

Les theorfemes I et II subsistent evidemment dans lc cas meme 
la variable x est consideree comme ne pouvant admettre que 
valeurs entieres. En effet, pour rendre applicables a ce cas particu 
les demonstrations que nous avons donnees des deux theoremes 
suffit de concevoir que la quantite designee par h dans chacune 
ces demonstrations devienne un nombre entier tres considerable, 
dans le meme cas, on represente les valeurs successivcs de la ft 
tion f(x) correspondantes aux diverses valeurs entieres de x, sa' 

/(O. /( 2 ), /(3)./(»), 


par 


Ai, A 2 , A3, • ■ •, A 



PREMIERE PART1E. 


CHAPITRE IL 


G 3 


on obticndra a la place des theoremes I et II les propositions sui- 
yantes : 

Tiieoreme III* — Si la suite des quantiteS 

Ai, A 2 , A 3 , * • • 1 A„, ... 

est telle que la difference entre deuac termes consecutifs de cetle suite . 
s avoir 

A/i-f-i 

converge constamment , pour des valeurs croissantes de n , 4//?.^ lirnite 

fixe A, le rapport 

n 

convergera en mime temps vers la mime limite. 

Tiieoreme IV. — Si la suite des nombres 

A t , A 2 , A 3 , ..., A/ 1 , ... 

telle que le rapport entre deux termes consecutifs , savoir 

A/ 1+1 

converge constamment, pour des valeurs croissantes de n 9 vers une limite 
fixe A, Vexpression 

(A,*)" 

convergera en mime temps vers la mime limite. 

Pour montrer une application du dernier Iheoreme, supposons 

A n = t. 2 .3.. . n. 

La suite k K , A 3 , ... deviendra 

i, 1 . 2 , 1.2.3, ..., 1.2.3...(/i — i)n, ..., 

et le rapport entre deux termes consecutifs de la meme suite, savoir 
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convergera evidemment, pour des valeurs croissantes de n, v 
limite cc. Par suite, l’expression 

I 1 

(A„)"= (i .2.3.../()" 

converge vers la meme limite. 

On trouverait, au contraire, que 1’exprcssion 

/ _!_ Y' 

Vi.2.3. . .n 


converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero. 

Souvcnt, a l’aide des theoremes I ot II, on pout determiner la\ 
singuliere que reeoitune fonction eomposee de la variable x, t 
que cette variable s’evanouit. Ainsi, par exemplc, si Ton veut ot 
la valour singuliere de x x corrcspondante a x — <>, il suffira de 
cher la limite vers laquelle converge, pour des valeurs croiss 


de x, l’exprcssion 


— • Cette limite, on vertu du theore 


(corollaire I), est egale a l’unite. 

Do memc, on conclurait du tbeoreme I (corollaire I) que la 


• .rL(.r) 


s’evanouit avcc la variable x. 

Lorsque les deux lermes d’uiie fraction sont des quantiles injin 
peliles, dont les valeurs numeriques decroisse.nl indefiniment avei 
de la variable a, lavaleur singuliere que recoil cellefraction, pour c 
esl tanlol finie, tan tot nullc ou infinie. En diet, designons par k, k! 
constantes finics qui no soient pas nulles, ct par e, e' deux noi 
variables qui convergent avec a vers la limite zero. Deux infin. 
petits, l’un de I’ordre n, l’autre de I’ordrc //', pourront etre i 
sentes respectivement par 
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et leur rapport, savoir 

k'a n '(\ ± s')_ k' i±e r a ,_ n _ k' i ± z' i 

ka ,l ( i±ej k i±s a k i±e 

aura evidemment pour limite 

k' 

-£> si I on suppose n'—n, 

o, si Ton suppose n' > n, 

±oo, si Ton suppose 

On prouvcrait de meme que la limite vers laquelle converge le rapport 
de deux quantiles infinimenl grandes, tandis que leurs valeurs nume- 
riques croissent indejiniment avec celle d’une mime variable x, peut ilre 
nulle, finie ou infinie. Seulement, cette limite a un signe determine, 
constamment egal au produit dcs signes des deux quantites que 1’on 
considerc. 

Parmi les fractions dont les deux termes convergent avec la va¬ 
riable a vers la limite zero, on doit placer la suivante 

f{x h- a) — f{x) 


toutes les fois qu’on attribue a la variable x une valeur dans Ie voisi- 
nage de laquelle la fonction f(x) reste continue. En effet, dans cette 
hypo these, la difference 

/O + a)— f(x) 

cstune quantite infiniment petite. On peut meme remarquer qu’elle 
cst en general un infiniment petit du premier ordre, en sorte que Ie 
rapport 

/(■-r + ot) — f(x) 
a 


converge ordinairement, tandis que la valeur numerique de a diminue, 
vers une limite finie differente de zero. Cette limite sera,, par 
exemple, 

2 x, si Ton prend f (&)-= ofi 


et 



si Ton prend f(x) 




OE nitres de C. y S. II, t, HI. 
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Dans le cas particulier oil Ton suppose x = o, le rapport 

f(x + a) — /(■r) 
a 

se reduit a cet autre 

a 

Parmi les rapports de cette dcrniere especc, nous nous borneror 
a considerer le suivant 

sin a 
a 

Gomme il peut etre mis sous la forme 

sin( — oc) 

— a ’ 

salimite restera la meme, quel que soit le signe de a. Cela pose, 
cevons quel’arc a regoive une valeur positive tr'es petite. La con: 
Tare double 2a etant representee par asina, on aura evident! 
10 > 2 sina et, par suite, 

a > sin x. 

De plus, la somme des tangentes menees aux extremites de l’ar 
etant representee par 2tanga, et formant une portion de polys 
qui cnveloppe cet arc, on aura encore 2tanga>aa et, par ce 
quent, 

tang oc > a. 

Enreunissant les deux formulcs qu’on vient d’etablir, on trouver 

sin« < a < tanga; 

puis, en remettant pour tanga sa valeur, 


et, par suite, 


sina<a 


sin a 
cosa 



> cosa. 
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Or, tandis que a diminue, cosa converge vers la limite i: il en sera 
done de meme a fortiori du rapport —~ toujours compris entre i et 
cosa, en sorte qu’on aura 


.. sin a 

lim-= i. 

a 


La recherche des limites vers lesquelles convergent les rapports 


■a)—f(x) /(a)—/(o). 


etantun des principauxobjets du Calcul 


infinitesimal, nous ne nous v arreterons pas davantage. 

11 nous reste a examiner les valeurs singulieres des fonctions de 
plusicurs variables. Quelquefoisces valeurs sont completement deter- 
minecs ct independantes des relations que 1’on pourrait etablir entre 
les variables. Ainsi, par exemple, si Ton designe par 


a, 6, sc, y 


quatre variables positives, dont les deux premieres convergent vers la 
limite zero et les deux dernieres vers la limite oo, on reconnaitra sans 
peine que les expressions 

OC Y 

aSy XYy - J —• 5 orjy xy 

JO O 

ont pour limites respectives 


0, OC, O, 00, O, 00. 

Mais le plus souvent la valeur singuliere d’une fonction de plusieurs 
variables ne peut etre entierement determinee que dans le cas parti- 
culier oil, en faisant converger ces variables vers leurs limites respec¬ 
tives, on etablit entre dies certaines relations; et, tant que ces rela¬ 
tions ne sont pas fixees, la valeur singuliere dont il s’agit est une 
quantite ou totalementindeterminee, ou seulement assujettie a rester 
comprise entre des limites connues. Ainsi, comme on l’a remarque 
plus haut, la valeur singulibre a laquelle se reduit le rapport de deux 
variables infmiment petites, dans le cas oil chacune de ces variables 
s’evanouit, peut etre une quantite quelconque finie, nulle ou infinie. 
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En d’autres lermes, cettc valeur singulierc sera completcmcnt inde- 
torminec. Si, au lieu do deux variables infiniment petites, on consi- 
dere deux variables infiniment grandes, on trouvera que le rapport 
de ces dernieres, tandis quo lours valeurs numeriques croissent inde- 
'finiment, converge encore vers une limite arbitraire, mais positive ou 
negative, suivant que les deux variables sont de meme signe ou de 
signes contraircs. II est egalemcnt facile de s’assurer que le produit 
d’une variable infiniment petite par une variable infiniment grande a 
pour limite une quantile completcmcnt indeterminee. 

Afin de presenter une dernierc application des principes qu’on 
vient d’etablir, chcrcbons quelles valeurs il faut attribucr aux variables 
x et y pour que la valeur de la fonction 

i 

y v 

devienne indeterminee. Si Ton dcsigne par A un nombre superieur a 
l’unite, et par L la caracteristiquc des logaritluncs dans le svsterne 
dont la base est A, on aura evidemment 


j —A L( 3‘i, 

et, par suite, 

J LW 

y*~ A 

Or il est clair que I’expression 

I.(.v) 

A J ' 


convergera vers une limite indeterminee, lorsquc le rapport 

E ( r) 

X 

convergera lui-meme vers une semblablc limite, cc qui arrivera dans 
deux cas differents, savoir : i° lorsque L(j) et x seront deux quan- 
tites infiniment petites, e’est-a-dire lorsque x et y auront pour limit.es 
respectives o et i; 2° lorsque L (y) eta; seront deux quantiles infini¬ 
ment grandes, e’est-a-dire lorsque, x ayant une limite infinie, y aura 



C.ll VIMTItii II. 


** it km 11-: it k I'vimi;. 


<i!) 


|mmii 11ntiif u <m x. I! e -4 bon d’observcr que, dans run ct I’autrc cas, 
l.t limitc tiuiflfde I’expression 


i . i 

\ ■ i • 


-it, i ut < c'.>aii , t*uti*nf positive. II pent meme arriver que eclfe limitc 
*<*ai awtjeftn* it demettrer comprise eutre les valeurs extremes u cl t, 
<u« Iticn cntrc Ic*. suivuutrs i cl x. Ilnuecvons, par excutplc, que cha- 
rniir de*. tunable* ,r cl y converge vers la limitc x. Dans cc eas, la 
limit** dii rapport 

l. » 

J 

S I. > 1 , 

t'liinl is 111 s ijiiaii111r i|tirlniiiijni» s i*t*lIt* tie* v* ,\ 1 m* potirra 

flu* *{11*11111' 11t$aiitlit* iii«t\nnif* oufro i H *. fYito iituycnnc sora d*ail» 

iriir*i isiil»1«^niiiiiri% taut quo Van tiYtaldtra j»h«* tuitro lt*s variables 
iuliiiiii*i*iil ^randos , t r ri v do tviutioti {tatlirtfltrro, \h\is t m Pott Mt|qmso 


1 / i i I * 

i i liiii* fiiini it * it ij hi rroissi* ind Y!i n i !iii*n I avia 1 la v«i- 

rialtli* r, al*a% la mtivomit* iloiit if H s itgil* stYfattf aiifri* rltctHo quo la 

liiiiilr i|r 

IP n\' t 

iifill cndr.i mu* taleur determinee, tjit** I'imi putirra souveul calrulcr a 
I’.itdc dn tbeoivme II, 

« 

• s ». .in lien dc hi fiiiic!inti v ', on cut rotisidere la snivanlc 


> *. 

*oi .nir.nl trouve ipic cctlc derniere detieitt iiidetermiuer : t" lorsijtic 
hi tunable t ••onvcrKi' vers la limitc i cl la varialdc .r vers rune <lcs 
'.iiivanico f, > ic; lorsqiic, la varialdc .r availt zero pniir limitc. 
* i itiiu r^c vei n zero on vets I'inlini posit if. 

Utit'li|uH'>dt on rencontre dans te calcnl de* expressions siiijiulieres 
«jui in* pern cut elre eonsideri'CH ijne romnn* di*s limitc*. vers lesijnelles 
l omio jfenl lies t’otielionsde pltisjenrs variables, landis ijueees memes 
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variables deviennent infiniment petites ou infiniment grandes, ou 
meme, plus generalement, convergent vers des limites fixes. Telles 
sont, par exemple, les expressions 

O 00 

0X0, -~7 ooxoo, -> o X oo, o°, i“, 

O oo 


parmi lesquelles on doitregarder les deux premieres comme les limites 
vers lesquelles convergent le produit et le rapport de deux variables 
infiniment petites, les deux suivantes comme les limites du produit 
etdu rapport de deux variables positives infiniment grandes, etc. Si 
1’on considfero on particulier les expressions singulieres que pro- 
duisent les fonctions 

V 1 

x-hy, xr, y x , v x . 


on trouvera que les valeurs de ces memos expressions, lorsque les 
variables restent independantes, peuvent etre aisement. fixees par ce 
qui precede. Les equations qui serviront a determiner ces valours 


seront respectivcmcnt 

Pour 

les 

fonctions 

x H-J oo -H oo ~ oo, 

( oxo—o, 
xy J 

( oo X oo = ~~ 00 X -CO Z*7 00, 


CO — 00 t::~ M(( -- X, oc )); 

O X 00 •::: O X — CO M (( - * 00, oo)), 

oo X x ~ - cc; 


X 

y 

y* 

i 

r 


- =M((— oo, 4-00)), 

M((o, oo)) f 


o 

CO - 00 


( 0° — oo°ztj: M ((o, cc)) 5 

) 0-*=ZOQ* > Z=00 % 


1 1 

O"" 05 — oo c ° = M((i, oo)'), 


O __ O CO — CO 

oo -CC ’ O <) 

-— - M (( .- CO, O )) ; 

— GO GO 

Q x — X ” 00 ~ o, 

i*= I ” 00 ■-= M((o, oo)); 
i i 

O 50 czz 00“' ^ mi M (( O, I)), 

1 

I 0 -- M((o, oo)). 


oo, 
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CHAPITRE III. 


RES FONCTIONS SYMETRIQUES ET DES FONCTIONS ALTERNfiES. USAGE BE CES FONCTIONS 
FOUR LA RESOLUTION DES EQUATIONS DU PREMIER DEGRfi A UN NOMBRE QUELCONQUE 
Il’lNCONNUHS. DES FONCTIONS HOMOGfeNKS. 


§ I. — Des fonclions symelriques. 

Une fonelion symetrique cle plusieurs quantites est celle qai con- 
serve la meme valear ct le meme signe apres un echange quelconque 
opere cntre ccs quantites. Ainsi, par exemple, chacune des func¬ 
tions 

x -t- r, xr-\-y x , xys , sina: -+- sin/4- sins, ... 

est symetrique par rapport aux variables qu’elle renferme, tandis que 

. * 
x — ./> xr > 

sent des fonctions non symetriques des variables x et y. De meme 
encore 

b -+- c, b 2 -\-c 2 , be, ... 

sontdes fonctions symetriques des deux quantites b, c; 

6+c + rf, b 2 +c 2 + d 2 , bc + bd+cd, bed 

sont des fonctions symetriques des trois quantites b, c, d; .... 

Parmi les fonctions symetriques de plusieurs quantites b, c, .... 
<>• h on doit distinguer celles qui servent de coefficients aux diverses 
puissances de a dans le developpement du produit 

(a- b){a-c)...{a~ g) {ci — h), 

ct dont les proprietes conduisent a une solution tres elegante de plu- 
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sieurs equations du premier degre entre n variables x,y, s, u,v 
lorsque ces equations sont de la forme 

jo -l- y -+- z 4-. • ■ 4- u 4- (’ — /i ( |, 

ci x 4~ b y - 1 — c z 4-.. . 4 - g it 4 -Jit' /*'[, 


(i) ' a-x 

4 -by 

4- c- z 4“ . . . 4 - u 4 - h' 2 v 

= *., 

a n-\ x 

4 - b*~ l ; 

y -|_ c n ~i ^ 4- ... 4 - g n ~ x u 4 - h n ~~ l ( 


En effet, soient 




A/,,- 2 “ 

-(i4C4...4^4/i), 


A//—3 = 

be 4 -. . 

. 4“ bg' 4- bh 4~ . . * 4~ C£f 4- ch 4~ . 

.. 4 — g'h 


A„ — ~±z be.. .gh 


les-fonctions symetriques dont il s’agit, on sorte qu’on ait 

a n~\ 4 _ A „_2 2 4- . . . 4- A,/7 4- A„— {a — b) {a — c) (a - - d ) - 

Si, dans cettc derniere formule, on remplace successivement a pa 
b, par c .par g, par h, on trouvera 

b n ~^ 4- A „_2 b n ~~ 2 4“ • - • -+- Ai b 4" A„ o, 

C n ~ * 4- A rt _* C n ~ 4~ - • - 4~ Ai C 4” An O, 


g "~ 1 H- A fi —2 g n -- 4- .. • • 4- A„ g 4- A„ =: o, 
h ft 4~ A/t —2 b n ~^ 4- - - - 4“ A i h 4- A„o. 

Si Ton ajoute ensuite membre a membre les equations (i), apres avoi 
multiplies la premiere par A 0 , la seconde par A,, ..., l’avant-dernier 
par A„_ 2 , et la derniere par l’unite, on obtiendra la suivante 

(a"' 1 4-A„_ 1 a n-S 4-- • -4- Afft 4- A 0 )x — kn—i 4- A, t /■„_•> 4- • - - 4- A, A\ 4- A, k t 

et Ton en conclura 

k n ~ i — {b -\-c 4-...4- ff 4 - h ) /ffl—a4- (k+...+ bg 4- bh 4-. ..4- eg 4“ ch -4- gh)k n „% —., .4 

(a — b) (a — c).. .(a — g) (a - - h) —— 
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On determinerait par un procede analogue Ies valeurs des autres 
inconnues y, z, ..., u, v. 

Lorsque, dans les equations (i), on substitue aux constantes 

^o> ^i> k it • ••> i 

les puissances entieres successives d’une meme quantite k, savoir 
k°= i, A, A 2 , A" -1 , 

la valeur trouvee pour x se reduit a 


(3) 


(A— b){k — c)...(A — g) (A — h) 
(a — b) (a — c).. .(a — ff) ( a — h) 


§ II. — Des fonctioris alternees. 

line fonction ahernee de plusieurs quantites est celle qui change de 
signe, mais en conservant au signe pres la meme valeur, lorsqu’on 
echange deux de ces quantites entre elles; en sorte que, par une 
suite de semblables echanges, la fonction devienne alternativement 
positive et negative. D’apres cette definition, 

x—y, xy* — x t y, L sina; — sin/, ... 

sont des fonctions alternees des deux variables xety; 

{x—y){x — z){y — z) 

est une fonction alternde des trois variables x, y, z, et ainsi do suite. 
Parmi les fonctions alternees de plusieurs variables 

x , y, z, ..., u, v, 

on doit distinguer celles qui sont rationnelles et entieres par rapport 
a chacunc de ces memes variables. Supposons une semblable fonction 

OEuvres de C. — S. II, t. III. 


10 
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developpee et mise sous la forme d’un polynome. Un de ses terme 
pris au hasard, sera de la forme 

kx p y q z r ... u s 

p, q, r, ... , s, t designant des nombres entiers, et k un coefficiei 
quelconque. De plus, la fonction devant changer de signe, mais coi 
server au signe pres la memo valeur, apres l’echange rnutuel d< 
deux variables x et y, il faudra de toute neccssite qu’au terme doi 
il s’agit corresponde un autre terme de signe contraire 

* — kx q yP z r .. .ii s v*> 

deduit du premier en vcrtu de cct echangc. La fonction se composei 
done de termes alternativement positifs et negatifs, qui, reunis deu 
a deux, produiront des binomes de la forme 

ka?Py q z r ... ii s v l — kx q y p z r .. . u s v l — k(ccPy q — x q yp)z r ... a s v L . 

Dans chaque bindme do cette especc, p, q seront nccessairement deu 
nombres entiers distincts Tun de l’autre, et, comme la difference 


XP yQ — x q yP 


cst evidemment divisible par y — x ou, ce qui revienl au mdme, pi 
x—y, il en resultc quo chaquc binome, et par suite. Ia somme d( 
binomes ou la fonction proposee, sera divisible par 


±(y — x). 

Comme on peutd’ailleurs, dans les raisonnements qui precedent, sul 
stituer aux variables x, y deux autres variables quelconques x et 
ou y et z, .... on obtiendra definitivement les conclusions suivantes 
i° Une fonction altcrnee, mais entiere, de plusieurs variables x, y 
z, ..., u, v, est composee de termes alternativement positifs et negi 
tifs, dans chacun desquels les divcrscs variables ont toutes des exp( 
sants differents; 
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2 0 Une semblable fonction est divisible par le produit des diffe¬ 
rences 

±{u — x), ±(v — x), 

±(«— s), ±(p—s), 

.- • • • > .> 

±(l> — w), 

prises chacune avec tel signe quo Ton voudra. 

Le produit dont il est ici question, ainsi qu’on peut aisement le 
reconnaitre, est lui-meme une fonction alternee des variables que 
Ton considere. Pour le prouver, il suffit de faire voir que ce produit 
change de signe, en conservant au signe pres la meme valeur, apres 
l’echange mutuel de deux variables, x et y par exemple. Or, en effet, 
suivant que 1’on'adopte pour chaque difference le signe -+- ou le 
signe —, cc produit se trouve egal soit a 4 - 9, soit a — 9, la valeur 
de 9 etant determinee par l’equation 

) 9 = (7 — V) (s — x).. ,(u — x)(v — x) X j) (c> — j) x... x (e —// 

et, comme il est evident que cette valeur de 9 change seulement de 
signe en vertu de 1’echange mutuel des variables x et y, on peut con¬ 
olure qu’il en sera de meme d’une fonction equivalente soit a -t- 9, 
soit a — 9. 

Conccvons, pour fixer lessees, que l’on prenne chacune des diffe¬ 
rences (1) avec le signe +. Le produit de toutes ces differences sera 
la fonction 9 determinee par 1’equation (2) ou, ce qui revient au 
meme, par la suivante 

(3) o = (y — x)x(z — x) (z— y)x.. .x{v — x) (p — y) ( v—z).. .(t> — u). 

Si, de plus, on appelle n le nombre des variables x, y, z, ..., u, 0, 
n — 1 sera evidemment le nombre des differences qui renferment une 
meme variable : et par suite, dans chaque terrue de la fonction 9 deve- 
loppee et mise sous la forme d’un polynome, l’exposant d’une variable 


±(y — x), ±(s-x). 
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quelconque nc pourra surpasser n — i. Enfin, comme dans un men 
terme les differentes variables devront etre affectees d’exposants di 
ferents, il est clair que ces exposants seront respectivement egai 
aux nombres 

o, i, 2 , 3, . .., n — i. 

Chaque terme, abstraction faite du signe et du coefficient numeriqm 
sera done equivalent au produit des diverses variables rangees dar 
un ordre quelconque, et respectivement elevens aux puissances ma 
quees par les nombres o, i, a, 3 , ..., n — i. On doit ajouter qe 
chaque produit de cette espece sc trouvera compris une seule foil 
tan tot avec le signe -+-, tantot avec le signe —, dans le developpemei 
de la fonction cp. Par cxemple, le produit ; 

x’ > y l z ' 2 ... p'*- 1 

ne pourra etre forme que par la multiplication des premieres lcttrt 
des facteurs binomes qui composcnt le second membre de l’equ: 
tion ( 3 ). 

A l’aide des principes que nous venons d’etablir, il est facile de cor 
struire en entier le developpement do la fonction <p, et de demontre 
ses diverses proprietes ( voir a co sujet 14 Note IV). Nous allons mair 
tenant faire voir comment on se trouve conduit, par la consideratio 
d’un semblablc developpement, a la resolution des equations gent 
rales du premier degre a plusieurs variables. 

Soient 


a 0 x 

■+■ b *y 

z 

4-. 

• •-+- Ao« 

-4 h Q r 


a { x 

-+- b i y 

-\~ c^z 

H-. . 


~h V 

= 

a % x 

-+-*»/ 

4- C%z 

4-. . 

• gi u 

4~ h% v 

” A' 2 , 


-H bn-\ 

y 4- cv-i 

z 4-. . 

. . 4“ g, t -\ 

u 

. V = £„_• 


n equations lineaires entre les n variables ou inconnues 

x, y, s, ..., a, V, 
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ct les constantes 



b 0 y 

C 0 y 

• •, go. 

K 


a u 

b^y 

Ci, 

■ • • y giy 

Jl\y 

^1? 


&2y 

C%y 

• * y g*y 

K 


* * y 

• • y 

* • y 

“ • • y • * y 

• • y 

• • y 

a n—ly 

bn~ly 

C n —tj 

' ■ * y g n— 1 y 

hn-\y 

kn—iy 


choisies arbitrairement. Representons, en outre, par P ce que devient 
la fonction <p lorsqu’on y remplace les variables 


3?, y 9 <£, . . ., U 9 P 

par les lettres 

a, b, c, ..g, h 

considerees comme autant de nouvelles quantites, en sorte qu’on ait 
(5) P = (b — a) x (c — a) (c — b) x.. .x (k — a) (k — b) (h — c).. .(A — g). 


Le produit P sera la fonction alternee la plus simple des quan¬ 
tity a, b, c, ..., g, h ; et, si Ton developpe cettc fonction par la 
multiplication algebrique de ses facteurs binomes, chaque termc du 
developpement sera equivalent, au signe pres, au produit de ces 
memes quantites rangees dans un certain ordre, et rcspectivement 
elevees a des puissances marquees par les exposants o, i, 2, 3, ..., 
n — 1. Cela pose, concevons que dans chaquc terme on. remplace les 
exposants des lettres par des indices, en ecrivant, par exemple, 


au lieu du termc 


(Z^b^C^. . . gn—zhn—u 
.. g' l ~ i k n ~ 1 . 


ct designons par t) ce que devient alors le developpement du pro¬ 
duit P. La quantite D aura evidemment, tout comme le produit P, la 
propriety de changer de signe lorsqu’on echangera entre elles deux 
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des lettres donnees, par exemple les deux lettres a el b. II cst ais 
d’en conelure que la valeur de D sera reduite a zero, si 1 ’on ecrit dai 
tous ses termes la lettre b a la place de la lettre a, sans ecrire en men 
temps a a la place de b. II en serait de meme si 1’on ecrivait partout 
la place de la lettre a l’une des lettres c, ..., g, h. Par suite, si, dar 
le polynome D, on designe la somme des termes qui ont « 0 poi 
facteur commun par A 0 a Q , la somme des termes qui renferment 1 

facteur a, par A, a.; enfin la somme des termes qui ont pour fa< 

teur par A„_ 1 a„_ ) , en sorte que la valeur de D soit donnee ps 
l’equation 

(6) D — A 0 tZo'+'Ai^j-t-AjWj-t-... -t- An-, ci,i- 1, 

on trouvera, en ecrivant suceessivemcnt dans le second membre d 
cette equation les lettres b, c, ..., g, h a la place de la lettre a, 

I o = A 0 b 0 + Aj b t -t- A 2 +... -t- A„_j b n -i, 

I o — A 0 Cp -+- A 1 c l -t- A 2 c 2 + A 

(7) < .’ 

I O = A 0 g () -hA I g- I -hA2g' ! -h...-h A, 

1 O = A 0 /l 0 -+- A 1 h 1 -r- A 2 /l s -h . . .-h A n -1 /<»_!• 

Supposons maintenant qu’on ajoute membre a membre les equj 
tions ( 4 ), aprks avoir multiplie la premiere par A 0 , la seconde par A, 
la troisibmc par A 2 , ..., la derniere par A„_,. On verra, dans cett 
addition, les coefficients des inconnues y, z, v disparaitr 

d’eux-miimes en vertu des formules (7), et Ton obtiendra definitive 
ment I’equation 

Dx = A 0 k 0 -+- Aj kt -+- A 2 k % +... 4- A„_, k„- u 
de laquelle on conclura 

^g^ x ApA-p-h A, Ar, -i- A 2 +... -4- A , 1-1 A - , ,_,. 

Comme d’ailleurs des deux quantites 

D et A 0 A: 0 -4- AiA, + A 2 A 2 +... -t- A„_ t A-„_, 
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la premiere est rt* <pit* tlevicnt It* tleveloppeitionl tin protluit 

( h <n (c ft Hr l>) - •.. (h n ) (h h) (It <•).,.(/;• -I, 

lorxpie <|aus re tlcveloppemenf on remplaee Its exposanfs ties lottros 

par ties indicts, t*t la seconde, ee quo «1«*vit*nf la quantile I), oquiva- 
leute au second memltrt* tit* la inrmulc (ft), lorsqu’on v suhstituc la 
It'Urt* A it la left re «, il on rosulte t|ttt* la valour tit* .r pouf t‘*frt* ronsee 
detrrniinre par I'oqnatinn 

i h fi | f r /* 11 f* ft i , . , - i h k u ft I*) { h r),.,{ft #) 

•'if <11 *r *i 11, t* f*) •■* i ft a I i h A M /i <*!...{ ft if)* 

pountt (pit* I’utt couvieittM* tit* develupper Its deux tt*rtin*s tic la frac¬ 
tion ipti forint* It* second mentbre, t*l tit* rt*uiplart*r tlans rhaipit* deve- 
Inppeiuenl It**, fvpnsalit*. ties lettns par ties indicts. |.a Vitlt'iir tptt* 
iYquatinn < p) prist* it la lettre soluble fouruir pour riuronmit* .t\ 
itVfanf pus exact c t*f ttt* pouvaut It* tlt*vt*uir quo par suite tics modifi¬ 
cations cnoncccH, cst cc tpu* nous nouniicrons nut* vulrttr xYttthniit/ur 
tit* coffc iticonmic. 

I,a methodo tjtii nous a cmuluifs ii la valour symhnliquc tic ,r four- 
utrait cgalcmcut colics tics aufrcs inconmios. l*our montrcr nut* 
application tit* ccHc met limit*. supposons tpi’il s’agisso tic resotulre 
Ics ctjuatioos lineaires 

| ti u ,i ’ ft,, t 5 C„ w 

i t<» t #/| r ■« h % i » r t z k , * 

d>g -i" * iff i'* ■ t m kf* 

On Imtiiwa iLiih vviiv pottr hi vitlimr syfiiholiqtit* <h* Piii- 

ritllittir j% 

* t* l I f r k \ if ft) 

| i h ft 1 i r ft ) I r h | 

,,,! J A<•> A 1 /.'»•„ 

ii 1 1# 1 r 1 #i rt l# , r l * tff l A , f w t i# 3 //V* * 
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et par suite, la valeur veritable de la meme inconnue sera 

_ A'o&i — k, kj b<jC 0 — A~, &pC 2 + ^o c i b t c 0 

X CtybiCz -«)) C,-I- «j Co- ®1 4> C 2 "+■ ^0 C 1- ClibiCf, 

Nota. — Lorsque, dans les equations (4), on remplace les indice 
des lettres a, b, c, ..., g, h, k par des exposants, la valeur symbo 
lique de x donnee par l’equation ( 9 ) devient evidemment la valeu 
veritable, et coincide, comme on devait s’y attendre, avec celle qu 
fournit la formule (3) du § I. 

§ III. — Des fonctions homogenes. 

Une fonction de plusieurs variables x, y, z, ... est homogm 
lorsque, t designant une nouvelle variable independantc des pre 
mieres, le changement de x en tx, de y en ty, de i en is, ... fai 
varier cette fonction dans le rapport do l’unite a une puissance deter 
minee de t, et l’exposant de cette puissance est ce qu’on nomme b 
degre de la fonction homogene. En d’autres termes, 

f{x,y,z, ...) 

sera une fonction homogene du degre a par rapport aux variables x 
y, z, ..., si Ton a, quel que soit t, 

( 1 ) f{tx, ly, tz, ...) — t“f(x,y,z, ...). 

Ainsi, par exemple, 

#*•+■ xy \Jxy, ly — lx 

sont trois fonctions homogenes des variables x et y, la premiere di 
second degre, la deuxieme du premier degre, el la Iroisieme d’ui 
degre nul. Une fonction entiere des variables x, y, z, ..., compost 
do termes tellement choisis, que la somme des exposants des diverse! 
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variable* suit ia me me dans tous les termes, esl evidemmenl homo- 
gene. 

Si, dan* ia form tile ( i), mi fail t 1 • on mi conelura 

,#* 

* o /t >\ v,,,,) r “/(^*« y* " *j - 

Eetle derniere equation etaldit tine jiropriele des fonetions homo- 
gene'* qtt‘on pent enonrer de ia mauiere suivante : 

i.orstpi unr jtmrlum tlr plmirurs rariahtrs ,v, y, z, ... rst humour nr. 
rilt- iifunittif tut pradutt tfr in nr tfttrlront/ur drs rariahtrs r/tvrr d unr 
iu/lainr putssartrr pur unr funrlion drs rapports rntrr rrs minus rariahtrs 
m/ntnurrs dmx it tlru.v. 

On pent ajouler que eette jiropriele apjtarlient oxelusivement au\ 
fonetioiiH hoiuugettes. Kt, en eifel, Mipposons f\ .t\ r, eqtti- 

vaienfe att produit de .v“ par line function ties rajtporls enlre b*s 
variable* ,r» y, s. ... rombinees deux it deux, (iomme on jiourra 
exprimer tmi* ee* rapport* an moyen de mix tjui out .r pour deno- 
uiimtieur. eu eerivnnt, par exempli*, uu lieu de 

d en reMiile que ia valeur de f{a\v, s,.. sera donnee par line equa¬ 
tion de la forme 

•»•** v ( * ** 

licite equation devra MihMster, quelles que soient les valeurs de ,r, y, 
et, *i I’oti y rempiaee 

r par ft, r par tv, z par t z, .... 

idle dev lend ra 

fit t.ty.lz -) t “" y(J, 

11 
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Par suite, on aura, quel que soit t, dans 1’hypothese admise, 

f(tx, ty, ts y ...) — t a y 9 z, ...), 

ou, en d’autres termes, 

f(x,y, 

sera une fonction homogene du degre a par rapport aux variables x, 

y> s . 
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CHAPITRE IV. 


DETERMINATION DES FONCTIONS ENTIRES, D’APRfcS UN CERTAIN NOMBRE DE VALEURS 
PARTICULI&RES SUPPOSfiES CONNUES. APPLICATIONS. 


§ I. — Recherche des fonctions entieres d’une seule variable, 
pour lesquelles on connalt un certain nombre de valeurs par- 
ticulieres. 

‘Determiner une fonction d’apres un certain nombre de valeurs par- 
liculieres supposees connues, c’est ce qu’on appel'le interpoler. Lors- 
qu’il s’agit d’une fonction d’une ou de deux variables, cette fonction 
pout etre consideree comme l’ordonnee d’une courbe ou d’une sur¬ 
face, et le probleme de Vinterpolation consiste a fixer la valeur gene¬ 
rate de cette ordonnee d’apres un certain nombre de valeurs particu- 
liercs, c’est-a-dire a faire passer la courbe ou la surface par un certain 
nombre de points: Cette question peut etre resolue d’une infinite de 
manures, et en general le probleme de l’interpolation est indeter- 

t 

mine. Toutefois, l’indetermination cessera si, a la connaissanco des 
valeurs particulieres de la fonction cherchee, on ajoute la condition 
cxpresse que cette fonction soit entiere, et d’un degre tel que le 
nombre de ses term.es devienne precisement egal au nombre des 
valeurs particulieres donnees. 

Supposons, pour fixer les idees, que l’on considere d’abord les fonc¬ 
tions entieres d’une seule variable x. On etablira facilement a leur 
egard les propositions suivantes : 

THtioRfiME I. — Si une fonction entiere de la variable x s’evanouil pour 
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une valeurparticuliere de cette variable, par exemple pour x — x a , elk 
sera divisible algebriquement par x — x 0 . 

TuEORte II. — Si une fonction entiere de la variable x s’evanouii 
pour chacune des valeurs de x comprises dans la suite 

-Vo, •Z'li •X'2.9 • • •> 3'n~\9 

n ddsignant un nombre entier quelconque, elle sera necessairement divi¬ 
sible par le produit 

(X Xf ,) (X X j ) (X — J[. 2) . . . (X X /i — j ) • * 

Soient maintenant 9(2?) et x ) deux fonctions cntieres de la 
variable x, l’une et l’autre du degre n — 1, et qui devicnnent egales 
entre elles pour chacune des n valeurs particulieres de x comprises 
dans la suite x 0 , x { , x.,, ..., Je dis quo ces deux fonctions seropt 
identiquement egales, c’est-a-dire qu’on aura, quel quo soit 

?(^) = + (>* 0 ; 

et, en effet, si cette egalite n’avait pas lieu, on trouverait dans la dif¬ 
ference 

— ©(a?) 

un polynome entier dont le degre ne surpasserait pas n — 1, mais qui, 
s’evanouissant pour chacune des valeurs de x ci-dessus mentionnees, 
serait pourtant divisible par le produit 

(x — x„) (x — Xi) {x— x 2 ).. .{x — x,,^), 

c’est-a-dire par un polynome du degre n, ce qui est absurdc. On serait 
assure a fortiori de l’egalite absolue des deux fonctions <p(a?) et ^(^c), 
si Ton savait qu’elles deviennent egales entre dies pour un nombre 
de valeurs de x superieur a n. On peut done enoncer le theorbme sui- 
vant : 

TmtORtm III. — Si deux fonctions entieres de la variable x deviennent 
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egales pour un nombre de valeurs de cette variable superieur au degre de 
chacune des deux fonctions, elles seronl identiquement egales, quel que 
soil x. 

On en deduit comme corollaire cct. autre theoreme : 

Theoreme IV. — Deux fonctions entieres de la variable x sonl identi¬ 
quement egales loutes les fois qu elles deviennent egales pour des valeurs 
entieres quelconques de cette variable, ou m£me pour loutes les valeurs 
entieres qui surpassent une limite donnee. 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x, pour Iesquelles 
les deux fonctions devicnnent egales, est indefini. 

11 suit du theoreme III qu’une fonction entiere u du degre n — i 
sera completement determinee, si l’on connaitses valeurs particulieres 

U i, U •••> Un— I 

correspondantes aux valeurs 

de la variable x. Cherchons dans cette hypo these la valeur generale de 
la fonction u. Si 1’on suppose d’abord que les valeurs particulieres 
se reduisent toutes a zero, al’exception de la premiere 
la fonction u, devant alors s’evanouir pour x = x,, pour x = x. 2 , ..., 
enfin pour x = x n „ { , sera divisible par le produit 

(x — X t ) (x — X t ) . . .(x — X „-,), 

et sera par consequent de la forme 

, u~k(x — x i )(x — x 2 ).. .(x — x n -i), 

k ne pouvant etre qu’une quantite constante. De plus, u devant se 
reduire a u 0 pour x = x 0 , on en conclura 

Uq — k(x o X \) (x„ Xn )... ( x 2 x rt—i) 
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et, par suite, 


_ {x — .Vi) {x — Xj) . . ' 

“ “ “° (as 0 — aJi)(^o— #2)-. .(^o — &n-i) 


De meme, siies valeursparticulieres u 0 , u { ,u«, w„_, se reduisent 

toutes a zero, a I’exception de la seconde on trouvera 

(x — cc 0 ) (x . .{x — a;»_i) 

U — u,-~ --c-;-T 5 

( #1 — x 0 ) ( Xi ) . . . ( Xi X n —2 ) 


Enfin, si elles se reduisent toutes a zero, a l’cxccption dc la derniere 
on trouvera 

— — x 0 ) (x — x t ).. -(-r — x„-i) _ 

(x n —1 ) (*^«—1 “^1 ) • • • 1 ^/t -2 ) 

En reunissant les diverses valeurs de m correspondantes aux diverses 
hypotheses qu’on vieht de faire, on obticndra pour sommc un poly- 
nome en x du degre n— i, qui aura evidcmment la propriety de se 
reduire a u 0 pour x = x„, a u t pour x = x it ..., a u n _ , pour x = x n _,. 
Ce polyndme sera done la valeur generale de u qui resout la question 
proposee, en sorte que Cette valeur generale se trouvera determinee 
par la formule 

I U— a (* — #1 )(x — .x i ).. .(x — .r,,-,) 

°(# 0 — x t ) (x 0 — *i)-■■(x 0 — ,c, l - t ) 

_ hu (x — x 0 ) (x — cCj).. .{x — a?„-i) 

(i) < (®l #o)(^l X t )..‘.(x 1 — &n—l ) 

I ■+■ . 

, I , (x —x B )(x —x, —x„_ t ) 

\ (p'n—i X 0 ) (*£’»— 1 A’j) . . . —1 2) 

On pourrait deduire directement la meme formule de la methode que 
nous avons employee ci-dessus(Chap. Ill, § I) pour resoudre dans un 
eas particulier des equations lineaires a plusieurs variables (voir a ce 
sujet la Note Y). 

Si, en designant par a une quantite constante, on remplace dans la 
formule (i) la fonction u par la fonction u — a, qui sera evidemment 
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de mfime degre, et les valeurs particulieres de u par les valeurs pai*ti- 
culieres de u — a, on obtiendra l’equation 

(x — x l )(x — x,)...(x — x„_ l ) 

K ° l) 

( u a) — ^o)(^ — Xj)- ■ .{& — Xn-l) 

( ^1 # o ) ( ^ 1 ^2 ) • • • ( ^1 ^/ r —1 ) 

I -+-... 

I . / _ \ (a; a; 0 )(a; x,).. ,(x x n ~ t ) . 

\ n~, a \ Xn _ l - X ,){x n ^-X i )...{x n _ l -X n ^y 

et, en comparant cette equation a la formule (i), on trouvera la sui- 
vante 

(x-x i )(x — x t )...(x — x, l -,) 

(x 0 — Xi) (x 0 — x s ).. ,{x 0 — 

(X — Xg) (x - Xj)...(X - 

(JC!—« 0 ) (iCj— x 2 ).. .(x t — x„_,) 

•+■*.•... 

(.r — a; 0 )(.-c — #,)■■.(# — x n _,) 

( x n—l ) (&n—i X l )... (x n — t &n—t) 

Cette derniere equation est identique et subsiste quel que soit x. 

Les equations (x) et (2) peuvent servir 1 ’une et l’autre a resoudre, 
pour les fonctions entires, le probifeme de l’interpolation; mais il 
convient, en general, de prefererpourcetobjet liquation (2), attendu 
qu’on peut y faire disparaitre l’un des termes du second membre, en 
prenant la constante a equivalente a l’une des quantites 




Uq> U % 9 • * • > Un— l* 


Supposons, par excmple, qu’il s’agisse de faire passer une droite 
par deux points donnes. Designons para? 0 , y 0 les coordonnees rectan- 
gulaires du premier point, par x { , y A celles du second, et pary l’or- 
donnee variable de la droite. En remplaqant dans la formule (2) la 
lettre u par la lettrey, puis faisant n = 1 et a —y 0 , on trouvera pour 
l’equation de la droite 


y— jo=(/i—/o) 


X — x 0 


( 4 ) 


OOq 
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Supposons, en second lieu, qu’il s’agisse de faire passer par trois 
points donnes une parabole dont l’axe soit parallele a 1’axe des y. 
Nommons 

x x et y lf x% et y t) x 3 et y a 


les coordonnees rectangulaires des trois points. Soit de plus y l’or- 
donnee variable de la parabole. En remplacant toujours, dans la for- 
mule (2), la lettre u par la lettre y, puis faisant n = 2 et a =y { , on 
trouvera pour l’equation de la parabole 


( 5 ) 


{y —yi= (70—ji) 

< 

I “I - (^2-Jl) 


(x — x,) (x — x 2 ) 
(x 0 — X,) (x 0 —x s ) 

(x — x 0 )(x — x,) 
(x% X 0 ) ( — x x ) 


ou, ce qui revient au meme, 


( 6 ) 


y-y 1 = 



yi) 


X—Xy 

X a —X t 


Lorsque dans 1’equation (1) on prend u = x m (m designant un 
nombre enticr inferieur a n ), les valeurs particulieres de u repr6sen- 
tees par 

U l9 • • •> H/i—l 


se reduisent evidemment a 


X 


m 

0 > 


X 


m 

11 -!• 


On aura done, pour les valeurs entieres de m qui no surpassent pas 
n — 1, 

I x ,n — X m ^ ) ( X — x i) • • • — x n-i) 

° (^o— Xi) (x t ~ x. 2 )...(x 0 — X n -i) 

_l_ x m (x — x 0 )(x — x 2 )...(x—x„_ l ) 

1 (x l — x 0 )(x l —x i )...{x i — x„- i ) 

H-. 

+ x m (x — x 0 )(x — x l )...(x — x„^) 

(Xa~i Xq X x ). . Xfi—%) 


Cette derniere formule comprend comme cas particular l’equation ( 3 ). 
De plus, si Ton observe que chaque puissance dear, et en particulier 
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connues, peuvent etre facilement etendues, commc On va le voir, ; 
fonctions de plusicurs variables. 

Considerons d’abord, pour fixer Ies idees, des fonctions de d« 
variables x et y. Soient tp(x,y), <\>(x,y) deux semblables fonctio 
1 ’une etl’autre du degree — i par rapport a chacunc des variables, 
qui deviennent egales eutre elles toutes les fois quo, en attribuant 1 
variable x une des valeurs particulieres 

Xq, X* , • • & n 

on attribue en meme temps a la variable y l’unc des suivantes 

j•••> yn— 1» 

<p(x 0 , y), y) seront deux fonctions de la seule variable y, ( 
deviendront egales entre elles pour n valours particulieres de ce 
variable. Par suite (en vertu du tlieoreme III, § I), ces deuxfonctic 
seront constamment egales, quel que soit y. On aura done identiqi 
ment 

?(•*<> ,y)~ $(&<>, y)- 

On trouvera de memo 

,y) =-^(x lt y), 


®0«-i ,y ) — 4 '(' r «-i» }')• 

D’ailleurs, les premiers membres des n equations precedentes sc 
autant de valeurs particulieres de la fonction cp (x, y) dans le cas 
l’on y considere x seul commc variable, et les seconds membres repi 
sentent les valours particulieres eorrespondantes de lafonction 
Les deux fonctions 

?(*,y)t <P(x,y)j 

lorsqu’on v attribue a j une valeur constante choisie arbitrairemei 
deviennent done egales pour n valeurs particulieres de x; et, comi 
elles sont toutes deux du degre n — i par rapport a x, il en resu.' 
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qu’elles resteront egales, non seulement pour une valeur quelconque 
attribute a la variable y, mais encore pour une valeur quelconque 
do x. On sei’ait assure, a fortiori, de l’egalite absolue des deux fonc- 
tions (f(.v,y), <\i(x,y), si l’on savait qu’elles deviennent egales toutes 
les fois queles valeurs des variables x et y sont respectivement prises 
dans deux suites composees chacune de plus de n termes differents. 
On peut done enoncer la proposition suivante : 

TiiEORftME l. — Si deux fonclions entiires des variables x el y devien- 
nent egales toutes les fois que les valeurs de ces deux variables sont res¬ 
pectivement prises dans deux suites qui renferment l’line et Vautre un 
nornbre de termes superieur aux exposants les plus eleves de x et de y 
dans ces mimes fonclions, elles seront identiqueme.nl egales. 

On en deduit, commc corollaire, cet autre theoremc : 

TmioufcME II. — Deux fonclions entieres des imriables x el y sont iden- 
liquement egales, toutes les fois qu elles deviennent egales pour des valeurs 
entieres quelconques de ces variables, ou mime pour toutes les valeurs en¬ 
tieres qui surpassent une limile donnee., 

Dans ce cas, en effet, le nombre des valeurs de x et de y pour les- 
quelles les deux fonctions deviennent egales est indefini. 

II suit du theoreme I que, si la fonction <p(x,y) est suppos6e 
entierc et du degre n — i par rapport a chacune des variables x ety, 
cette fonction sera completement determinee des que Ton connaitra 
les valeurs particuliercs qu’elle reqoit, lorsque, en prenant pour va¬ 
leur de x 1’une des quantites 

on prend en meme temps pour valeur de y l’une des suivantes 

•**> y n — 1- 

Dans la meme hypothese, la valeur generale de la fonction pourra 
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etre facilement deduite de la formule (1) du paragraphe precedenl 
En effet, si l’on remplace dans cette formule u par y(x,y), on e 


tirera 


?(^> 7 ) : 


(a?0— x l) ( x 0— x l) ■ ■ ■ ( x <i~ x n-i) 

(X Xq) (x X%) . . . (x X n — 1) / j. ,\ 

{x v — x <s ) {x x — x t )... (#! — £P«-i) Y 


(x — Xq) (x — J? t ) ■ ■ ■ (x — X„-i) 

(x n —! — X 0 ) (^J/j -1 X\ ) . . . ( X n -i) 




et Ton aura, de plus, en designant par m un des nombres en 
i , 2, 3 , , n — i, 


I a>(x r)— __ o(x m , j' 0 ) 


Jr-yoH 7 --y 2 )..-(,y-.y £rl ) (Jjb>r , } 

(/i —7o)(7i —7s)-- - (7i —7«-t) ^ 


(.r-.ro) (/-/.)•• -(y-yn-t) _„ (a . 

(y„_, — 7o)(7«-i - 71 )•••(/"-»- ) 


On conclura immediatement des deux equations qui precedent 
leur generale de <p(ar, y). On trouvera, par exernple, en sup 




x — Xx y —Vi , N 

co (x, y) — -- --"r ?(^o> Jo) 

1 v /o — /i 


”77-9(^1.70) 
^1 #0 /o y 1 


^ y — /o 


^0—^1 /l'-'/o 


?(^o* y 1 


x —a ? 0 y — yp 


#1 — #0 yi — yo 


<p(#i> yi)- 


Si l’on considerait des fonctions de trois ou d’un plus grand 
de variables, on obtiendrait des resultats entierement semb 
ceux auxquels on vient de parvenir pour des fonctions de d 












PREMlfiRE PAR TIE. - CHAPITRE IV. 


93 


riables settlement. On trouverait, par exemple, a la place du theo- 
reme II, la proposition suivanle : 

Tmioitim III. — Deux fonctions entieres de plusieurs variables x, y, 
z, ... sont identiquement egales toutes les fois quelles devienne.nl egales 
pour des valeurs entiires quelconques de ces variables , ou meme pour 
loules les valeurs entieres qui surpassenl une limite donnee. 

§ III. — Applications. 

Pour appliquer les principes etablis dans les paragraphes prece¬ 
dents, considerons en particular des produits formes par la multipli¬ 
cation de facteurs successes dont chacun surpasse le suivant d’une 
unite, le premier facteur etant l’une des variables x, y, z,...., et 
cherchons a exprimer, au moyen de ces sortes de produits, Ic produit 
(out scmblable qu’on obtiendrait en prenanl pour premier facteur la 
somme des variables donnees, savoir 

x 4- y + ^ H- . • • . 

Si Ton reduit toutes les variables a deux, le probleme qu’il s’agitde 
resoudre pourra s’enoncer comme il suit : 

pRontEME I. — Exprimer le produil 

(i) O' -t-.r) (i + v- 1) {x +y — 2) ... o -+• 0 > 

dans lequel n designe un nombre entier quelconque, par le moyen des 
produits suivants 

x(x — i) (x — 2). . . (x — 11 H- 1), 

y{y — 0 (y — 2 ) • • • (/— n -+- •) 

et de lous ceux quon peul en deduire, en changeant seulemenl la valeur 
de n. 

* 

Solution. — Pour resoudre plus facilcment la question precedente, 
supposons d’abord que x et y soient des nombres entiers egaux ou 

superieurs a n. Alors le produit (1) ne sera autre chose que le nume- 
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rateur de la fraction qui exprime le nombre des combinaisons p 
sibles de x-hy lettres prises n a n, puisque ce nombre estpreci 
ment 

(x -+-/) (x -hy — i)(x-hr — 2)... (x-h y — n +1) 

1.2.3.. .11 

Cela pose, concevons que les lettres . 

a, b, c, .. ., p, q, r, ... 

etant en nombre egal a x -hy, on les divise en deux groupes, de t< 
manierc que les lettres a, b, c,... du premier groupe soient en nornl 
egal a x, ct les lettres p, q, r, ... du second groupe en nombre e 
a y. Parmi les combinaisons formees avec ces dilferentes lettres, 
unes renfermeront seulement des lettres prises dans le premier grou 
Le nombre des combinaisons de cette espece sera 

x{x — i) (x — 2)... (x — /I -t-i) 

1.2.3 .. .n 

D’autres renfermeront n — i lettres prises dans le premier groupe, 
une lettre prise dans le second. On determinera facilement le nom 
des combinaisons do cette seconde espece, et Ton verra qu’il est eg 

x(x — 1) (x — 2) ... (x — « + j) y 
1.2.3 ...(/( — 1) 1 

On trouvera do memo pour le nombre des combinaisons qui renl 
ment n— 2 lettres prises dans le premier groupe, ct deux let! 
prises dans le second, 

x(x — i) (x — 2)... (x — n ■+- 3 ) r(j — 1) 

1 .2. 3 . . . ( n — 2) 1 . a ’ 

etc.; enfin, pour le nombre des combinaisons qui renferment sei 
ment des lettres prises dans le dernier groupe, 

* 

1.2. 3 .. . n 

La somme des nombres des combinaisons de chaque espece de'v 
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rcproduirc Ic nombre total des combinaisons desas-py lettres donnees 
prises nan, on on conclura 

/ (■g+.y)(-g-H.r —i')-.-+7 —m + o 

1.2.3 ...n 

_ x(x — r)... (x — n i ) ,r(x — i) .. . (x — n - 4 - 2 ) y 

~ 1.2.3 ...n 1.2.3...(«— J) T 

( 2 ) [ 

4 - — O •••(■»—« +3) y{y — r) 

I I . 2 . . . .(n — 2 ) 1.2 ~ l_ ‘ ■ ■ 

f 4 _ f y(y~i)...(y - n-+- 2 ) y(y — I) ... (y — n-hi) 

1 i i .2.3.. .(n — I) 1.2.3. ..n 

L’equalion precedente, etant ainsi demontree pour le cas oil les va¬ 
riables x cty obtiennent des valeurs entieres superieures a n, subsis¬ 
ted, en vertu du theoreme II (§ II), pour des valeurs quelconques de 
ces variables, ct la valour du produit (i) tiree de la memo equation 


(■*+/)(•» + y —')... (•» — n H- i) 

--x(x — i)...(x—n-+-i)-h~x(x — i)...(x — n-h2)y 


n (n — i' 


x(x — i)... (x — ft 3 )y{y — 1)4-.. 


' x y(y -i)--.(j-«-+-a)+r(jK-i)...(y —«-+-i). 


Corollairel. — Si dans l’equation (2) on remplace x par — x etj 
par — y, on obtiendra la suivante : 

1 (x H— y ) (x - 4 - y —{- 1)... (x y - 4 - ft — i) 

i . 2 . 3 ...a 

_____ x(x 1) .. - (x -+- n — t) ,r(,^ + i),.. ( x y- n — 2) y 

r.2. 3 ...ft 1.2.3... ft — 1 1 

1 ■ x(xa- 1)... (x + n — 3 ) y{y~ y 1) 

I 1.2.3.. .(/i — 2) 1.2 ! * * 

x /(/ + 1) .. . (7 H~ ft — 2) y(y -h 1) .. . ( y -4- n — 1 ) 


I 1 . 2.3 . . . ( ft — I ) 


I . 2.3 . . . ft 


Corollaire II. — Si dans l’equation (2) on remplace x par - et y 
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par on trouvera 


X 


( 5 ) ' 


2.4-6.. -(2 n) 


(x — 2)... (x — 211 + 2 ) ( 

x(x — 2 ) . . . (X — 2/4-1-4) y 

2 .4 • 6.. . (2 n) 

2 .4 • 6.. . (2 n — 2 .) 2 

x y(y — — 2 /i-+-4 1 ) 

,r(.r — 2 )...(j — 2 /!-+- 2 ( 

"I 2.4-6. . .(2/4 — 2 ) 

2 .4.6. .. (2 n.) 


Corollaire 111 . — En developpant les deuxmembres del’equation (2), 
c t ne con servant, de part ct d’autre, quo les termes dans lesquels la 
somme des exposants des variables ost egale a n, on obtiendra la for- 

mule 


(x-j-y )' 1 
1 . 2 . 3 . . . n 




y 


r.2 .3 ...n i. 2 . 3 .. .(n — i) i 


x n 


( 6 ) 


. 2. 3 .. . (n — 2 ) i. 2 

i/fi— 1 


+ 


yfl 


yll 


I 


1.2.3— 1 ) i-a-3...« 


La valeur de (x -+- y) n tiree de cette derniere formulo est precisemenl 

celle que fournit lc bindme de Newton. 

Les formulcs qu’on vient d’obtenir peuvent etre facilement eten- 
dues au cas oil Ton considerc plus de deux variables; et la method* 
qui nous a conduits a la solution du probleme I se trouve egalemen 
applicable a la question suivante : 

Probleme II. — x, y, s, ■ ■ ■ designant des nariables en nombres quel 
conques, exprimer le produit 


en fonction des suimnls 

x{x — 1) (x — 2) . .. (x — n -+- I I, 

S(S —l)(3 -2)...(= 


el de tons ceux qu’on pent en deduire en changeanl la valeur de n 
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On commencera par resoudre le problbme dans le cas oil x, y, z ,... 
designent dcs nombres entiers superieurs a n , en partant de ce prin- 
cipo quo la fraction 

( f+j' + : + ...)(a;+y + ; + ..,-i)(; + j' + ; + ...-a),..(a+]' + :+ ...-« 

i. 2 . 3 . .. n 

fist egalc au nombre des combinaisons que l’on peut former avee 
x -+-y + s + ... lettres prises nan-, puis on passera au cas oil les va¬ 
riables x, y, s, ... deviennent des quantites quelconques, en s’ap- 
puyant sur le theoreme III du § II. Lorsque l’on aura ainsi demontre 
la formule qui resout la question proposee, on en deduira sans peine 
la valour de la puissance 

(,r+y + s + ...)«. 

On v parvicndra, en cffet, en developpant les deux membres de la for¬ 
mule trouvee, et ne conservant de part et d’autrc que les termes dans 
losquels les exposants reunis des variables x, y, s, .. . forment une 
somme egalc a n. 




OEuvres de C. — S. U, t. III. 


i3 
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CHAPITRE Y. 


DETERMINATION DES FONCTIONS CONTINUES D’UNE SEULE VARIABLE PROPRES A VERIFIER 

CERTAINES CONDITIONS. 


§ I. — Recherche d’une fonction continue formee de telle manie're que 
deux semblables fonctions de quantiles variables, etant ajoutees ou 
multiplies entre elles, donnent pour somme ou pour produit une fonc¬ 
tion semblable de la somme ou du produit de ces variables. 

Lorsque, au lieu de fonctions cntieres, on congoit des fonctions 
quelconques, dont on laisse la forme entierement arbitraire, on ne 
peut plus reussir a les determiner d’apres un certain nombre de 
valeurs particulieres, quelque grand que soit cc meme nombre; mais 
on y parvient quelquefois dans le cas ou l’on suppose connues cer- 
taines proprietes generates de cos fonctions. Par exemple, une fonc¬ 
tion continue de x, representee par v(x), peut ctre completement 
determinee lorsqu’elle est assujettie a verifier, pour toutes les valeurs 
possibles des variables x etj, I’unc des equations 

(1) • f(a? -+-j) = ® (a?)-+-<p( j), 

(2) »(•» -+- y) = ?(«) X 9(7), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives des memes 
variables, l’une des equations suivantes : 

(3) ®(^j) = <p(^)-4-9(j), 

( 4 ) ?(•*/) = <P(^) x cp(j). 

La resolution de ces quatre equations presente quatre problemes dif- 
ferents que nous allons traitor l’un apres l’autre. 
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Probleme I. — Determiner la fonction y(x) de maniere quelle reste 
continue enlre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
Von ait pour toutes les valeurs reelles des variables x et y 

(i) +7)== ¥(*)-+'? O')* 

Solution. — Si dans l’equation (i) on remplace successivement y 
par j + s, r- par s + u, ...,on en tirera 

.) = <?(&) + ?(/) ■+• 9(-S) -t-cp(w) 4-.. 

quel que soit le nombre des variables x, y, z, u, ...; si, de plus, on 
designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
• l’on fasse 

oc =y = z =z u=z.. ,z=z a, 

la formule que Ton vient de trouver deviendra 

cp(ma) = m <p(a). 

Pour etendre cette derniere Equation au cas oix le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ou meme par un 
nombre quelconque p, on fera, en premier lieu, 



m et n designant deux nombres entiers, et l’on en conclura 

/i6 = mot, 
n 9(6) = m 9(a), 

?(S) = ?(£«) = ^<P(«); 

puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque p, et passant aux limites, on trouvera 


<p(pa) = P<P(«)* 
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Si maintenant on prend a = i, on aura, pour toutcs les valeurs po 
fives de p, 

( 5 ) <p(n)—fi(j>(i) 

et, par suite, en faisant converger p vers la liraite zero, 

9(0) =o. 

D’ailleurs, si dans l’equation (1) on pose x — p, y— — p, on 
tirera 

<p(— p) = ?(o) — ?(p) = — p<p(0* 

L’equation ( 5 ) subsistera done lorsqu’on y changera p en — p. 1 
d’autres termes, on 1 aura, pour des valeurs quelconqucs positives 1 
negatives de la variable x, 

(6) <p(dj)zz:a?<p(i). 

II suit de la formule (6) que toutc fonction y(x) qui, demeura 
continue entre des limites quelconqucs de la variable, verifie l’equ 
tion (1), est necessairement de la forme 

( 7 ) 9 (x)=.ax, 

a designant une quantite constante. J’ajoutc que la fonction ax joui 
des proprietes enoncees, quelle que soit la valeur de la constante 
En effet, le produit ax est, entre des limites quelconques de la v 
riable x, fonction continue de la variable, et, de plus, la suppos 
tion <p(a?) = ax change l’equation (1) en cctte autre 

a(x h - y) = ax -+■ ay , 

laquelle est evidemment toujours identique. La formule (7) fourr 
done une solution de la question proposec, quelle que soit la vale 
attribute a la constante a. La faculte que Ton a de choisir arbitrair 
ment cette constante lui a fait donner le nom de constante arbitral1 

Problems II. — Determiner la fonction <p{x) de maniire quelle rei 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et q 
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l’ on ail pour toutes les valeurs reelles des variables x ety 
(2) tp(x+y) = ?(x)tp(y). 

Solution. — II est d’abord facile de s’assurer que la fonction ©(a;), 
assujettie a verifier l’equation (2), n’admet que des valeurs positives; 
et, en effet, si dans 1’equation (2) on fait y = x, on trouvera 

9(2^) = [<p(^)] s ; 

puis on en conclura, en ecrivant^a; au lieu de x, 

<p(*) = [?(£»)]*• 

La fonction <p(a?) est done toujours equivalente a un carre, par conse¬ 
quent toujours positive. Cela pose, concevons que dans 1 ’equation (2) 
on remplace successivementy par y -+- 2, 2 par s + on en tirera 

?(■* -I*/-l-s •+•«...) = <p (a?) ?(y) 9(3) 

quel que soit le nombre des variables x, y, 2, u . Si, de plus, on 

designe par m ce meme nombre, par a une constante positive, et que 
Ton fassc 

x —y = z — u =... = a, 
la formule quo Ton vient de trouver deviendra 

<p(/wa) = [<p(a)] m . 

Pour etendre cette derniere formule au cas oil le nombre entier m 
se trouve remplace par un nombre fractionnaire ou meme par un 
nombre quelconque p, on fera, en premier lieu, 

s m 

6 = - Oty 

n 

m et n designant deux nombres entiers, et I’on en conclura 

n^-mety 

/ \ ~ 

?( § ) = < p^ *J = [?(«)]"; 




102 


COURS D’ANALYSE. 


puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a converger 
vers un nombre quelconque jx, et passant aux limites, on trouvera 

<P(f*a) = [®(«)] !A - 

Si maintenant on prend a = r, on aura pour toutes les valeurs posi¬ 
tives de (x 

(8) cp( fA ) = [cp(i)]i J - 

et, par suite, en faisant converger p. vers la limite zero, 


9 (0) = I. 


D’ailleurs, si dans l’equation (2) on pose x = (x, y = — p, on en con- 
clura 


?(—p) = 


?(o) 

?(/x) 




L’equation (8) subsistera done lorsqu’on y changera ;x en — p.. En 
d’autres terme.s, on aura pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x 

(9) ?(*) =[?(i)] x - 

11 suit de l’equation (9) que toute fonction cp (x) propre a resoudre le 
second probleme est necessairement de la forme 

(10) o (x) — k. x , 


A designant une constante positive. J’ajoute qu’on peut attribuer a 
cette constante une valeur quelconque entre les limites o et oo. En 
effet, pour toute valeur positive de A, la fonction A* reste continue 
depuis X — — CC jusqu’a x — 4- 00, et l’equation 

A X +?=A X A y 


est identique. La quantite A est done une constante arbitraire qui 
n’admet que des valeurs positives. 
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Nota. — On pourrait arriver tres simplement a 1 ’equation (9) do la 
maniere suivante. 

Si Ton prend les logarithmes des deux membres de l’equation (2) 
dans un systeme quelconque, on trouvera 

L f (« ■+■ y) = L (f (x) -+- L © ( y); 

et Ton en conclura (voir le probleme 1) 

L<f(x) — xL 9(1), 

puis, en repassant des logarithmes aux nombres 

ffl(ic) == [<p(x)]*. 

Probleme III. — Determiner la fonction y(x') de maniere quelle reste 
continue entre deux limites positives quelconques de la variable x, et que 
l'on ait pour toutes les valeurspositives des variables x ety 

( 3 ) <p(xy)=:y(x) + <f{y). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution du probleme III 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resoudre 
le premier; mais on arrive plus promptement a la solution cherchee 
en mettant 1 ’equation ( 3 ), ainsi qu’on va le faire, sous une forme 
analogue a celle de l’equation (1). 

Si Ton designe par A un nombre quelconque et par L la caracteriss- 
tique des logarithmes dans le systeme dont la base est A, on aura, 
pour toutes les valeurs positives des variables x ety, 

,r = A Lr , y = hpy, 

en sorte que I’equation ( 3 ) deviendra 

<p(A Lx+L ^) = <p(A Lx ) 4 - ^(A^). 

Comme, dans cette derniere formule, les quantites variables Lx, L y 
admettent des valeurs quelconques positives ou negatives, il en resulto 
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qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 
ct y 

©( k x+ y) = 9(A*) -t- 9(A^). 

On en conclura [voir le probleme I, equat. (6)J 


et, par suite, 


<p( A x ) = oc <p(A’) = x ®(A) 
<p ( A L,r ) = cd ( A ) Lx, 


ou, ce qui revient au meme, 

(n) o(a;) — ip(A)L.r. 

II suit de laformule (i i) que toute function ® (a?), propre a resoudre 
le probleme III, est necessairement de la forme 

(12) tp(x) = aL(x), 


a designant une constante. II est d’ailleurs aise de s’assurer: x° que la 
constante a demeure entierement arbitraire, 2° que, en choisissant 
convenablement le nombre A, qui estlui-meme arbitraire, on peut la 
reduire a l’unite. 

Probleme IV. — Determiner la fonction <p(a?) de maniire qu elle reste 
continue entre deux limiles positives quelconques de la variable x el que 
Von ait, pour toutes les valeurs positives des variables x et y, 

( 4 ) <?(xy) = y(x)y(y). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution du probleme IV 
une methode semblable a celle que nousavons employee pour resoudre 
le second. Mais on arrivera plus promptement a la solution cherchde, 
si I’on observe que, en designant par L la caracteristique des loga- 
rithmes dans le systkme dontlabaseestA, onpeutmettre l’equation(4) 
sous la forme 

<p(A Lx ' , ‘ Lr ) = tp(A Lx ) ©(A L:r ). 

Comme, dans cette derniere equation, les quantites variables L(a?)» 
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L (y) admettronl des valeurs quelconques positives ou negatives, il 
en resultc qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des va¬ 
riables x ct y, 

<p(A x+ ^) = cp(A x ) cp(A y ). 

On en conclura [voir le probleme II, equat. (9)] 


et, par suite, 


9(A x ) = [<p(A)] a 
9 ( h } ,x ) = [<p( A)] Lx = 


ou, ce qui revient au meme, 


03) 


cp(x) ~ jt Lc P (A) . 


11 resulte de l’equation (x3) que loute fonction cp(tc), propre a re- 
soudre le problbmc IV, est necessairement de la forme 

04) cp(x)—.x a , 

a designanl une constante. II est d’ailleurs aise de s’assurer que cette 
constante doit demeurer entierement arbitraire. 

Les quatre valeurs de <p(a;) qui satisfont respectivement aux equa¬ 
tions (1), (2), (3), (4). savoir 


ax, k x , aLx, x a , 

ont cela de commun, que chacune d’elles renferme une constante arbi¬ 
trage a ou A. On doiten conclure qu’ily a une grande difference entre 
les questions oil il s’agit de calculer les valeurs inconnues de certaines 
quantites etles questions dans lesquelles on se propose de decouvrir 
la nature inconnue de certaines fonctions d’apres des proprietes don- 
nees. En effet, dans le premier cas, les valeurs des quantites inconnues 
se trouvent fmalement exprimees par le moyen d’autres quantites con- 
nues et determinees, tandis que dans le second cas les fonctions incon¬ 
nues peuvent, comme on le voit ici, admettre dansleur expression des 
constantes arbitrages. 

i4 . 


OMuvres de C. — S. Il, t. UI. 
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§ II. — Recherche d’une fonction continue formee de telle maniere que, 
en multipliant deux semblables fonctions de quantites variables et dou- 
blant le produit, on trouve un rdsultat egal a celui qu’on obtiendrait 
en ajoutant les fonctions semblables de la somme et de la difference 
de ces variables. 

Dans chacun des problemes du paragraphe precedent, l’equation a 
resoudre renfermait, avec la fonction inconnue <p(a?), deux autres 
fonctions semblables, savoir, <p(y) et y(x-hy) ou <o(xy). Nous allons 
maintenant nous proposer un nouveau problemo du memo genre, mais 

dans lequel 1 ’equation de condition, que la fonction y(x) doit verifier, 

* 

renferme quatrc fonctions semblables au lieu do trois. Yoici en quoi il 
consiste : 

Probl£me. — Determiner la fonction 9 (a;) de maniire quelle resle 
continue entre deux limites reelles quelconques de la variable x, et que 
Von ail , pour toutes les valeurs reelles des variables x et y, 

(i) ?(/+ •*) + ? (7 — a:) = a<p(a;)<p( 7 ). 

Solution. — Si dans l’equation (r) on fait x = o, on en tirera 

La fonction <p(cc) se reduit done a l’unite, pour la valeur particulifere 
x = o, et, puisqu’on la suppose continue entre des limites quelconques, 
il est clair qu’elle sera, dans le voisinage do cette valour particulifere, 
tres peu differente de 1’unite, par consequent positive. On pourn 
done, en designant par a un nombre tres petit, choisir ce nombre de 
telle maniere quo la fonction <p (x) reste constamment positive entre 
les limites 

x — o, x — a. 

Cela pose, il arrivera de deux choses l’une : ou la valeur positive de 
9 (a) sera comprise entre les limites o et r, ou cette valeur sera sup 6 - 
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ricure a l’unite. Nous allons examiner successivement ces deux hypo¬ 
theses. 

Concevons d’abord quecp(a) aitune valeur comprise entre les limites 
o et i. On pourra representer cotte valeur par le cosinus d’un certain 
arcQ renferme entre les limites o, et poser en consequence 

©(a) — COS0. 

De plus, si, dans 1’equation (i) mise sous la forme 

9 (/ + «) = 2 9 (x) 9 ( y) — <p (y — x), 

on fait successivement 

x — a, y~a, 

x — a, y = 2<x, 

x = <x, y — 3 a, 


on en deduira I’unc apres l’autre les formules 

9(2 a) = 2 cos ! 0 — 1 = cos2 0, 

<p( 3 a) = 2 cos0cos20 — cos 0 — cos 30 , 

<p( 4 a) = 2 COS 0 cos 3 0 — cos2 0 = cos 40 , 

et en general, m designant un nombre entier quelconque, 

9(771 a) — 2 COS 0 COS ( 771 — I) 0 — COS (m — 2 )$ = COS 7770 . 

J’ajoute que la formule 

9 (777 a) — cos 7?7 0 

suhsistera encore, si 1’on y remplace le nombre entier m par une frac¬ 
tion ou memo par un nombre quelconque p.. C’estcequel’on prouvera 
facilement, ainsi qu’il suit. 

Si dans 1 ’equation (r) on fait x — ^ a, y = ha, on en tirera 

[ T (, a )]. = = = ( cos i 8 ). ; 

puis, en extrayant les racines positives des deux membres et obser- 
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vant que les deux fonctions 9 ( 3 ?), cosa; restent positives, ia premiere 
entre les limites x = o, x = a., la secondo entre les limites x — o, 
x — 0, on trouvera 


- a ) = cos - 6 . 
2 / 2 


De merae, si dans l’equation ( 1 ) on fait 


■ r = 4 a > y = 


on en tirera 


Ki*)]' 


<p(o)a 1 -I- cos d 


cos 7 0 ] ; 


4 


puis, en extrayant depart et d’autre les racines positives, 


© ( 7 a ) = cos 7 0. 
.4 J 4 


Par des raisonnements semblables, on obtiendra suceessivement lea 
formules 

?(§“) = cos § 9 ’ 

? (^ a ) = cos is 0 , 


et en general, n designantun nombro entier quelconque, 


-a) = COS -7 0 . 
2 n ) 2 a 


Si Ton opere sur la yaleur precedente de <p aj pour en deduire cello 
de y(~a\, comme on a opere sur la valeur de <p(a) pour en deduire 


celle de |(ma), on trouvera 


(>n \ m 

9[-^)=-.cos-9; 


puis, en supposant que la fraction ^ varie de maniere a s’approcher 
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indefmiment du nombre p, et passant aux limites, on obtiendra l’e- 
quation 

(2) <p(pa) == cosp6>. 

Do plus, si dans la formule (1) on fait 

x — pa, y = o, 

on en conclura 

cp(— pa) = [2 ®(o) — 1] 9(pa) = cospS —■ cos(— p6>). 

L’equation (2) subsistera done lorsqu’on y remplacera p. par — p. En 
d’autros termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x, 

( 3 ) <p(ccx) = cos 0 ,r. 

Si dans cette derniere formule on change oc en -> elle donnera 

0 a 

(4) 9(0;) — cos ^ x — cos ^ 

La valeur precedente de 9(*) est relative au cas oil la quantite posi¬ 
tive <p(a) rcste comprise entre les limites o et 1. Supposons mainte- 
nant cette memo quantite superieure a 1’unite. II est facile de voirque, 
dans cette seconde hypothese, on pourra satisfaire par one valeur posi¬ 
tive de r a 1’equation 

?(«) = ;(/• +^)- 
11 suffira, en effet, de prendre 

r = 9(*)-+- ([?(*)]*— I | i '- 

Cola pose, si dans l’equation (1) on fait successivement 

x — a, y=ct, 

x = a, y = 2 a, 

* x — a, y = 3 a, 
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on en deduira 1’une apres l’autre les formules 


9(2 a ) = 
cp(3«) = 
<p( 4 <*) = 


r -I- 


r)' 


1 

2 


1 / I 

- /■ H" - 

2 V r 


V 3 


1 

2 


/•M- . 
/*• 


> 


- /* -f- - 

2 V /* 



1 

2 



1 

2 




/* 




et on general, m designant un nombre entier quelconquo. 


9 ( m < x ) = ~[ r +~ 1 1 


I ( . ' 


J’ajoute que la formule 


9{>nx) — ~ ^ r m -+- rl 


subsistera encore, si Ton v remplace le nombre entier m par une frac¬ 
tion, ou memo par un nombre quelconque a. C’est ce que Ton prou- 
vera facilemcnt, ainsi qu’il suit. 

Si dans l’equation (i) on fail x — - a, y = - a, on en tirera 

2 v 2 


[* (i m±m = > ( r i +r -*)* ; 

puis, en extrayant les racines positives des deux membres, et en ob¬ 
servant que la fonction y(x) reste positive entre les limites x = o, 
x = a, on trouvera 

9(7, r ~*)- 


De meme, si dans 1 ’equation (1) on fait 


on en tirera 



I 

x ■=. 7 - a, 

4 


1 



9(0) 


H - (7 2 -4- 7- 2 ) 




r* H- /• 


i' s 


)*; 


2 


2 
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puis, on extrayant de part et d’autre les racines positives, 



Par des raisonnements semblables, on obtiendra successivement les 
form u les 



et on general, n designant un nombre enticr queleonque, 

< f(is a ) = l( lSi+,r *y 

Si Ton opere sur la valour precedente de l )0Ur en deduire 

celle de ®^ a )» comme on a opere sur la valeur de 9(a), pour cn 
deduire celle 9(ma), on trouvera 

S ); 




r m -4- r 


puis, en supposant quo la fraction r — varie de maniere a s’approcber 
indefiniment du nombre p., ct passant aux limites, on obtiendra l’equa- 
tion 

(5) 

De plus, si dans la formule (1) on fait 

x = p.cc, y = o, 

on en conclura 


<p(— pa) = [29(0) — 1] 9(pa) = - ( r V-+ rV-). 
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L’equation ( 5 ) subsistera done, lorsqu’on y remplacera pi par —pi. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs quelconques positives ou 
negatives de la variable x, 

(6) cp (a x) — ~ ( r x r ~ x ). 

Si dans cette derniere formule on change xen ^ elle donnera 

(7) ?(•*) = \ ('■“ + r “)• 

Lorsqu’on fait, dans l’equation ( 4 ), ± - = a, ct, dans l’equation (7), 

rti 

r “=A, ces equations prennent rcspectivement les formes sui- 
vantes : 

(8) <p(x) = cosa x, 

(9) ®(x) = ~ (A*-t- A - *). 

Si done Ton designe par a une quantite constante, et par A un 
nombre constant, toute fonction <p(a?) qui, demeurant continue entre 
des limites quelconques de la variable, verifiera l’equation (1), sera 
necessairement comprise sous l’une des deux formes qu’on vient de 
rapporter. II est d’ailleurs facile de s’assurer que les valeurs de <p(a;) 
fournies paries equations (8) et (9) resolvent la question proposte, 
quelles que soient les valeurs attributes a la quantite a et au nombre A. 
Ce nombre et cette quantite sont done deux constantes arbitrages, 
dont l’une ne peut admettre que des valeurs positives. 

D’apres ce qu’on vient de dire, les deux fonctions 

cosax, i (A*-t- k~ x ) 

ont la propriete commune de satisfaire a 1’equation (1), ce qui etablil 
entre elles une analogic remarquable. L’une et I’autre de ces deus 
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functions se reduisent encore a i’unite pour sc = o. Mais une diffe¬ 
rence essentielle entre la premiere et la seconde, e’est que la valeur 
numerique de la premiere esf constamment au-dcssous de la limite i, 
lorsqu’elle n’atteint pas cette limite; tandis que, dans la meme hy- 
pothese, la valeur numerique de la seconde est constamment au- 
dcssus. 


Ofiuvrca deC. — S. II, t- lit. 
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DBS SfiRIKS CONVERGENTES ET DIVERGENTES. RfeGLES SCR LA CONVERGENCE DES SfiRIES. 
SOMMATION DE QCELQUKS SERIES CONVERGENTES. 


§ I. — Considerations generates sur les series. 

On appelle serie une suite indefinie de quantites 

W y , Cl [ y It 2 y ft 3 , ... 

qui derivcnt les unes des autres suivant une loi determinee. Ces quan¬ 
tites elles-meme.s sont les differents termes de la serie que 1’on consi- 
dere. Soit 

S H — tt Q Wq + U 2 “H* • • • “I” tt/l-l 

la somrae des n premiers termes, n designant un nombre entier quel- 
conque. Si, pour des valeurs de n toujours croissantes, la somme s a 
s’approche indefiniment d’une certaine limite s , la serie sera dite con- 
vergente, et la limite en question s’appellera la somme de la serie. Au 
contraire, si, tandis que n croit indefiniment, la somme s n ne s’ap¬ 
proche d’aucune limite fixe, la serie sera divergente et n’aura plus de 
somme. Dans l’un et I’autre cas, le terme qui correspond a l’indice n, 
savoir u n , sera ce qu’on nomme le terme general. 11 suffit que Ton 
donne ce terme general en fonction de I’indice n, pour que la serie soit 
completement determinee. 

L’une des series les plus simples est la progression geometrique 

I, X, X^, x z , . . . , 

qui a pour terme general ad 1 , c’est-a-dire la puissance ri'*' nR de la quan- 
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tite x. Si dans cotte serie on fait la somme des n premiers termes, on 
trouvera 

i + i + n ! + ...+ ic"- | = —--—— ; 

i — x i — x 

et, commc pour des valeurs croissantes de n, la valeur numerique de 

la fraction-converge vers la Iimite zero, ou croit au dela de toute 

Iimite, suivant qu’on suppose la valeur numerique de x inferieure ou 
superieureal’unite, on doit conclure que, dans la premiere hypothese, 
la progression 

I, X, X' 2 , x*, ... 

est une serie convergente qui a pour somme tandis que, dans la 

seconde hypothese, la memo progression est une serie divergent^ qui 
n’a plus de somme. 

D’apres les principes ci-dessus etablis, pour que la serie 

(l) tl i ,, Mg, • • *, M/i, . . . 

soit convergente, il est necessaire et il suffit que des valeurs crois¬ 
santes de n fassent converger indefiniment la somme 

s fl ~ u 0 U 1 H- -f- • • • H~ lln — l 

vers une Iimite fixes; en d’autres termes, il est necessaire et il suffit 
que, pour des valeurs infiniment grandes du nombre n, les sommes 

different de la Iimite s, et par consequent entre elles, de quantites infi¬ 
niment petites. D’ailleurs, les differences successives entre la premiere 
somme s rl et chacune des suivantes sont respectivement determinees 
par les equations 

$n+l $/i — U rn 

s n~h 2 — s n ~ u /i u n-b 1 > 

M/i "l - M/i-t -1 2» 


Done, pour que la serie (1) soit convergente, il est d’abord necessaire 
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que le terme general u n decroisse indefiniment, tandis que n augmente; 
mais cette condition ne suffit pas, et il faut encore que, pour des va¬ 
lours croissantes de n, les differentes sommes 

11,1+ ««+• 1 , 

U>H Ufi -hi "'t " ^ At 4-2} 


c’est-a-dirc les sommes des quantites 

Hfl9 Mfl-+ 1 ? U'tl+l 9 * * -9 

prises, apartir de la premiere, en tel nombre que 1’on voudra, finis- 
sent par obtenir constamment des valeurs numeriques inferieures k 
toute limite assignable. Reciproquement, lorsque ces diverses condi¬ 
tions sont remplies, la convergence de la serie est assurec. 

Prenons pour exemplc la progression geometrique 

(2) I , X, X Z , .... 

Si la valeur numerique de cc est superieure a I’unite, celle du terme 
general a;" croitra indefiniment avec n, et cette seule remarque suffira 
pour constater la divergence de la serie. La serie sera encore diver- 
gente si 1’on suppose x = ±i, parce qu’alors la valeur numerique du 
terme general a?", se reduisant a l’unite, ne decroitra pas indefiniment 
pour des valeurs croissantes de n. Mais, si la valeur numerique de a? 
est inferieure a l’unite, les sommes des termes de la serie pris a partir 
de x" en tel nombre que Ton voudra, savoir : 

X n -+■ X a+l = X" — , 

I - X 

X n -1- X n + i -h X n+i — x" - — , 

I — X 


se trouvant toutes comprises entre les limites 
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chacune d’elles deviendra infiniment petite pour des valeurs de n 
infiniment grandes; et par suite la serie sera convergente, ce que Ton 
savait deja. 

Prenons pour second exemple la serie numerique 


(3) 


1 i i 

- ? -5 > 7 > 

2 5 4 


i r 

— J -; ; 

n ft 4- i 


Le terme general de cette serie, savoir —-—, decroit indefiniment ii 
mesure que n augmente, et cependant la serie n’est pas convergente ; 
car la sorame faite du terme — 1 •— et de ceux qui le suivent iusqu’au 

terme — inclusivement, savoir 

2 11 

ii r i 

- — .— “ 4 - . . . -f- - -+- — ? 

11 -f- I /i + 2 2 11 — I 2 11 

reste constamment superieure, quel que soit n, au produit 

I _ I 

2 11 2 ; 

et par suite cette somme ne decroit pas indefiniment pour des valeurs 
croissanles dew, ainsi que cela aurait lieu si la serie etait convergente. 
Ajoutons que, si 1 ’on designe par s a la somme des n premiers termes 
de la serie ( 3 ), et par 2'“ la plus haute puissance de 2 renfermee dans 
71 x , on trouvera 



I I 

/i + l ^^2 



. . .4- 


4 - 


et, a fortiori, 


1 

> 1 4- - 4- 


1 1 

_ _j— 

2 2 


1 m 
— — 1 4~ — 

2 2 



On en conclura que la somme s n croit indefiniment avec le nombre 
cntier m, et par consequent avec n, ce qui est une nouvelle preuve 
de la divergence de la serie. 
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Considerons encore la serie numerique 


Les termes de cette serie, qui occupent un rang superieur a n, savoir 

t i i 

i. 2 .3. . . n ’ i. 2 .3. . . n (n -4- 1) 5 r.2.3.../i(/i + i)(/t + 2 )’ 5 

seront respectivement inferieurs aux termes correspondants de la pro¬ 
gression geometrique 

i i i i i 

i .2.3. . . h i . 2.3. . . n n ? i. 2.3 ...an' 1 ' 

Par suite, la somme des premiers termes pris on tel nombre quo 1 ’on 
voudra sera toujours inferieure ii la somme des termes correspondants 
de la progression geometrique, qui est uno serie convorgente, et a 
plus forte raison, a la somme de cette progression, c’est-a-dire a 

i i _ i i 

j .2.3. . . /i i 1.2.3. .An — i) n — i 

n 

Comme cette derniere somme decroit indefiniment a mesure que n 
augmente, ii en resulte que la serie ( 4 ) est elle-meme convorgente. On 
est convenu de designer par la lettre e la somme de cette serie. En 
ajoutant les n premiers termes, on obtiendra, pour valeur approchee 
du nombre e, 

iii i 

x _j- 1 -_{_ -- 4- • • • ~i - 3 -7~*— ~ 5 

I 1.2 1.2.0 1.2.0. . .{/I — I) 

et, d’apres ce qu’on vient de dire, 1’erreur commise sera inferieure au 
produit du ri* me tcrme par • Ainsi, par example, si Ton suppose 
n — ii, on trouvera pour la valeur approchee de e 

( 5 ) e — a,71828(8...; 

et l’erreur commise dans cette hypothese sera inferieure au produit 



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE VI. 


119 


de la fraction 


1.2.3.4-5.6.7.8.9.10 


par 


c’est-a-dire a ^ 


36288000' 


en 


sorte qu’elle n’alterera pas la septieme decimale. 

Le nombrc e, determine comme on vient de le dire, sera souvent 
employe dans la sommation des suites et dans le Calcul infinitesimal. 
Les logarithmes pris dans le systeme qui a ce nombre pour base s’ap- 
pelient neperiens, du nom do Neper, inventeur des logarithmes, ou 
hyperboliqu.es, parce qu’ils servent a mesurer les diverses parties de 
l’airc comprise entre l’hyperbole equilatere et ses asymptotes. 

On indique generalement la sommc d’une serie convergenfe par la 
somme de ses premiers termes suivie de points. Ainsi, lorsquc la serie 


«/„, «<„ u t , u z , ... 

est convergente, la sommc de cette serie est representee par 

Uq ~t- U i -1- tl %~-h . ... 


En vertu de cette convention, la valeur du nombre e se trouvera deter- 
minee par l’equation 


( 6 ) 


e — 


1 

1.2 


. 2.3 


et, si Ton eonsidere la progression geometrique 

I, X, X s , X 3 , ..., 


on aura, pour des valeurs numeriques de x inferieures a l’unite, 

( 7 ) I -b X -h X* X* H- . . . - - - 

' 1 — X 

La serie 

etant supposee convergente, si 1’on designe sa somme par s, et par s n 
la somme. de ses n premiers termes, on trouvera 

S zzz l ( 0 -+~ + it^ •+- • • • -+- l ( n-l H” Un -hi H” • * * ” $n.Ll n -+- U n -t~i “+"••• 

et, par suite, 

s — s, t == u n 4 - u n + i 4 - . . . . 
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De cette derniere equation, il resulte que les quantites 

* * * 


formeront une nouvelle serie convergente dont la soname sera equiv 
lente a s — s n . Si 1 ’on represente cette meme somme par r„, on aura 

S — S n -f- 1 n j 

et r n sera ce qu’on appelle le reste de la serie (i) a partir ( 
n i<me termc. 

Lorsque, les termes de la serie (i) renfermant une meme variable. 
cette serie est convergente, et ses differents termes fonctions con 
nues de x, dans le voisinage d’une valeur particuliere attribute 
cette variable, 

sont encore trois fonctions de la variable x, dont la premiere est ei 
demment continue par rapport a x dans le voisinage de la valeur pj 
ticuliere dont il s’agit. Cela pose, considerons les accroissements q 
regoivent ces trois fonctions, lorsqu’on fait croitre x d’une quanti 
infiniment petite a. L’accroissement de s n sera, pour toutes les valer 
possibles de n, une quantite infiniment petite; et celui de r„ deviend 
insensible en meme temps que r„, si Ton attribue a n une valeur ti 
considerable. Par suite, l’accroissement de la fonction s no pour 
etre qu’une quantite infiniment petite. De cette remarque on dedi 
immediatement la proposition suivante : 

THtORfeME I. — Lorsque les differents termes de la serie (i) sont i 
fonctions d’une mime variable x, continues par rapport a cette varia> 
dans le voisinage d’une valeur particuliire pour laquelle la serie est ct 
vergente, la somme s de la serie est aussi, dans le voisinage de cette vaU 
particuliire, fonction continue de x. 

En vertu de ce theoreme, la somme de la serie (2) devra resi 
fonction continue de la variable. x, entre les limites x= — 1, x — 
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ce qu’on peat verifier a 1’inspection de la valeur de s donnee par 
l’equation 

_ I 

i — a- 

§ II. — Des series donl tons les termes sont positifs. 

Lorsque la serie 

(i) Uqj Uly U%, - . . , Uf l9 . . . 

a tous ses termes positifs, on peut ordinaircment decider si elle est 
convergente ou divergente, a 1’aide du theorbme suivant: 

TiiEORfcME I. — Cherchez la limile ou les limites vers lesquelles converge, 

1 

tandis que n croit indefinimenl, Vexpression («„)", el designez par k la 
plus grande de ces limites, ou, en d’autres termes, la lirnite des plus 
grandes valeurs de Vexpression dont il s’agit. La serie (i) sera conver¬ 
gente si Von a k <C.i, et divergente si Von ak^> i . 

Demonstration. — Supposons d’abord k<C. i, et choisissons a volonte 
entre les deux nombres i et k un troisieme nombre U, en sorte qu’on 
ait 

/r<U<i. 

n venant a croitre au dela de toute limite assignable, les plus grandes 
£ 

valeurs de (u n ) n ne pourront s’approcher indefiniment de la limite k, 
sans finir par etre constamment inferieures a U. Par suite, il sera pos¬ 
sible d’attribuer au nombre entier n une valeur assez considerable 
pour que, n obtenant cette meme valeur ou une valeur plus grande 
encore, on ait constamment 

£ 

(«)"<U, 

Il en resulte que les termes de la serie 

M 0 , Mi, £<2> • * •> i, q, • * » 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 


x6 
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finirontpar etre toujours inferieurs aux termes correspondants de 1 
progression geometrique 

i, U, U 2 , U", U«+', U«+ 2 , 

et, comme cette progression est convergcnte (a cause de U<i), 01 
peut, de la remarque precedente, conclure a fortiori la convergenc 
de la serie (i). 

Supposons,' en second lieu, kf> i, et placons encore entre Ies deu 
nombres i atk un troisiemc nombre U, en sorte qu’on ait 

/*' > U > i. 

Si n vient a croitre au dela de toute limite, les plus grandes valeur 

i 

de («„)", en s’approchant indefiniment de k, finiront par deveni 
superieures a U. On pourra done satisfaire a la condition 

(«»)”> U 

ou, ce qui revient au memo, a la suivante 

«»> 0 ", 

par des valeurs de n aussi considerables quo Ton voudra; et par sui& 
on trouvera dans la serie 

Ui, U-2, • • •? Uni U Jl+ . i, M/h-2? • • ‘ 

un nombre indefini de termes superieurs aux termes correspondani 
de la progression geometrique 

1 , U, U 2 , U“, U' l_Hl , U"- 1 - 2 , _ 

Comme cette progression est divergente (a cause de U > i), et qu’e 
consequence ses differents termes croissent a l’infini, la remarqt 
que l’on vient de faire suffira pour etablir la divergence de la serie (i 
Dans un grand nombre de circonstances, on peut determiner 
valeur de la quantite k a l’aide du theoreme IV (Chap. II, § III). I 
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ctfet, on vertu de cc theoreme, toutes les fois que le rapport con- 
vergera vers une limite fixe, cette limite sera precisement la valeur 
de k. On peut done enoncer la proposition suivante : 

TmtORiME II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, le rapport 


n- 4-1 
Ihi 

converge vers une limite fixe k, la serie (i) sera cornergente toutes les fois 
que l’on aura k<f\,et diver gente toutes les fois que Von aura k > i. 

Goncevons, par oxemple, que Ton considere la serie 

iii i 

I 1.2 1.2.3 1.2.3. . , ft 

on trouvera 

w /h-i i ■ 2. 3 ... n ___ 1 ^ ^ J_ n 

u n I. 2 . 3 .. .n(n -+-1) n -t-1 — co ’ 

et par consequent la serie sera convergente, ce que Ton savait deja. 

Lc premier des deux thtioremes qu’on vient d’etablir ne laisse d’in- 
certitude sur la convergence ou la divergence d’une serie dont tous 
les termes sont positifs, que dans le cas particulier ou la quantite 
representee par k devient egale a l’unite. Dans ce cas particulier, il 
n’est pas toujours facile de decider la question. Toutefois, nous allons 
demontrer ici deux nouvelles propositions a l’aide desquelles on peut 
souvent y parvenir. 

Tiieorkme III. — Lorsque, dans la serie (i), chaque terme est infirieur 
a celui qui le precede, cette sene et la suivante 

(2) m 0, 2 «i, 4 u%, 8« 7 , i6«is, 

sonl en mime temps convergentes ou divergentes. 

Demonstration. — Supposons d abord la serie (1) convergente, et 
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designons sa somme par s. On aura 

« 0 = Uq, 

2 U % — 2Mj, 

4 «S< 2 -f- 2 U 3 , 

8 «J < 2 + 2 «i + 2 M c -h 2 M 7 , 


et par suite la somme des termes de la serie (2), pris en tel nombre 
que l’on voudra, sera inferieure a 


2U 1 4- 2Ii s + 2«j4- 2((j + . . . —2S — Uq. 

II on resulte que la serie (2) sera convergente. 

Supposons, en second lieu, la serie (1) divergente. La somme d( 
ses termes, pris en tres grand nombre, finira par surpasser toute limit* 
assignable; et, comme on aura 


Uq — Uq, 

2 U X > U x -f- ll 2 , 

8 U*i llrj Wg -f- Uq —H Uiq -f~ U 11 H~ li \2 ^13 “i” ^14# 


on devra conclure que la somme des quantites 

Uq, 2 Mj, 4 ^ 3 , 8 m 7 , ..., 

prises en trfes grand nombre, finit elle-memc par devenir superieure i 
toute quantite donnee. La serie (2) sera done alors divergente, con 
formement au theoreme enonce. 

Corollaire. — Si pour la serie (1) on prend la suivante 

111 

(i) *’ W W 

p designant une quantite quelconque, la serie (2) deviendra 


1 , a 1 -!*, 4‘-e, 8‘-^, 
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Cette derniere est une progression geometrique, convergente lors- 
qu’on suppose a>i, et divergente dans le cas contraire. Par suite, 
la serie ( 3 ) sera elle-meme convergente si p. est.un nombre superieur 
a 1 ’unite, et divergente si l’on a p = i ou p < i. Par exemple, des 
trois series 


( 4 ) 

( 5 ) 

(6) 



la premiere sera convergente et les deux autres divergentes. 

TntioRtiME IV. — Supposons que Von disigne par L la caracteristique des 
logarithmes dans un systeme quelconque, et que, pour des valeurs crois- 
santes de n, le rapport 

E( O-n) 

L C 


converge vers une limite finie h. La serie (i) sera convergente si Von a 
A > i, et divergente si Von aA<i. 

Demonstration. — Supposons d’abord A>i, et choisissons a volonte 
entre les deux quantites i et A une troisieme quantite a, en sorte qu’on 
ait 

h > a > i. 


Le rapport , 0 u son egal 

L w 



finira par etre, pour de tres grandes valeurs de n, constamment supe¬ 
rieur a la quantite a. En d’autres termes, n venant a croitre au dela 
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d’une certaine limite, on aura toujours 


L(rt) 


> a 


ou, ce qui revient au meme. 


et, par suite, 


L ( — ) >«U»). 

tin 


> u » < 


II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre const 
ment inferieurs aux termes correspondants de la suivante 

i 1 i t i 

'’ 2“’ 3“’ 4^’ ’ ‘’ /T“’ (n H- I )“’ ' 

et, comme cette derniere sera convergente (a cause de a>i)‘, 
pourra de la rcmarque precedente conclure a fortiori laconvergenc 
la serie (i). 

Supposons, en second lieu, h < i, et plagons encore entre les qi 
tites i et A une troisieme quantite a, en sorte qu’on ait 

h < a <C i. 

On finira par avoir constamment, pour de tres grandes valeurs de r 


L(«) 


<a 


ou, ce qui revient au meme, 


L ( — ) < <*L(n), 


et, par suite, 


“»> TJ 1 ' 


II en resulte que les termes de la serie (i) finiront par etre cons 
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iii i i 

I ’ 2 a ’ 3 a 5 4“' 5 n a ' (/i + i)*’ ’ 

et, comme cette derniere sera divergente (a cause de i), on pourra 
do la remarque qu’on vient de faire conclure a fortiori la divergence 
de la serie (i). 

Etant donnees deux series convergentes dont tous les termes sont 
positifs, on peut, en ajoutant ou multipliant ces memes termes, former 
tine nouvelle serie dont la somme resulte de l’addition ou de la multi¬ 
plication des sommes des deux premieres. Nous etablirons a ce sujet 
les deux theoremes suivants : 

Theoreme V. — Soient 

!^0> • • • » • • • » 

^ 2 , •••, Vn, ••• 

deux series convergentes, qui, uniquement composees de termes positifs , 
aient respectivement pour sommes s et s' : 

(8) o --f~ ( J o» H” <’l> V 2 ,, U n -j- V n% 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme s -4- $\ 
Demonstration . -- Si Ton fait 

sn =■ u$ H- H- u*> -f-. . . 4- U n —[ i 
s' n = ~h + P* -+■..* + v n -i, 

s„ et s fl convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes de n, 
vers les limites s et s'. Par suite, + c’est-a-dire la somme des 
n premiers termes de la serie (8), convergera vers la limite s + s', ce 
qui sulfit pour etablir le theoreme enonce. 

Theoreme VI. — Les mimes choses etant posees que dans le theoreme 
precedent, 

( U 0 V Q , U q Vi H- Ui (’o, ll 0 f> 2 ~h U l Vi'+~ U 2 v 0> 

( 9 ) 

( Hi H- u,i ~\■+■ w a (, o> 

sera une nouvelle serie convergente , qui aura pour somme ss. 
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Demonstration. — Soient toujours s n , s' n les sommes des n premiers 
termes des deux series (7), et designons en outre par s' n la somme des 
n premiers termes de la serie (9). Si Ton represente par m le plus 
grand nombre entier compris dans —-> c’est-a-dire —~ lorsque n 
est impair, et —~ dans le cas contraire, on aura evidemment 


«■« <’o + ( «0 + «! »»o) + • • • + ( «0 V n-\ + «1 + . . . -T- «,,-j C, 4 - Co ) 

< ( «0+ Ui 4 ~ . • . -t- u n —I ) ( (’0 4- f’n—i) 


et 


>(«o 4 - M, 4 -. . . 4 - u,n) (c 0 4 - . 4 - 


ou, en d’autres termes, 


Concevons maintenant que l’on fasse croitre n au dela de toute limite. 
I^e nombre 

ll -iL -f- 1 

/O 6; — J) 

rn =---- 

2 


croitra lui-meme indefiniment, et les deux sommes s n , s m+l converge- 
ront vers la limite s, tandis que s' /t et s' m¥{ convergeront vers la limite s'. 
Par suite, les deux produits s n s' n , s m +iS m+l et la somme s" n comprise 
elitre ces deux produits convergeront vers la limite ss', ce qui suffit 
pour etablir le theorfeme VI. 


§ HI. — Des series qui renferment des termes positifs 
et des termes negatifs. 

Supposons que la serie 

(O Kj, • * • , • * * 

sc compose de termes, tantot positifs, tantot negatifs, et soient respec- 
tivement 


(2) 


P 0 > Pi 9 P 2 > •••» P /11 
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les valeurs numeriques de ces memes termes, en sorte qu’on ait 

//„ —drp (l , « s —±p s , a n — ±p„, _ 

La valour numerique de la somme 

u {) 4- Ui 4- w 2 4~ • * ■ 4- Mn-~i 

ne pouvant jamais surpasser 

Po + Pi+ Pa + . • - 4- p„- 1 , 

il (>n resulte que la convergence de la serie (2) entrainera toujours 
('die de la serie (1). On doit ajouter que la serie (i) sera divergente, si 
quelques termes de la serie (2) finissent par croitre au dela de toute 

limit* 1 assignable. Ce dernier cas 'se presente lorsquo les plus grandes 

1 

valeurs do (p ;J )" convergent, pour des valeurs croissantes de n, vt'rs 
line limite superioure a l’unite. Au contraire, lorsque cette limite 
devient inferieuro a 1 ’unite, la serie (2) est toujours convergent!*. On 
pi'ut, en consequence, enoncer le theoreme suivant : 

Theoreme I. — Soil p n la valeur numerique du terme general u n de la 

serie (1), el designons par k la limite vers laquelle convergent, landis 

i 

que n croit indefiniment, les plus grandes valeurs de l’expression (p„)". 
La serie (1) sera convergenle si l’on a k <^1, et divergente si Von a 
k^> 1. 

Lorsque la fraction , c’est-a-dire la valeur numerique du rapport 

pn 

—- > convergera vers une limite fixe, cette limite sera, en vertu du 

U n 

theoreme IV (Chap. II, § III), la valeur cherchee de k. Cette remarque 
conduit a la proposition que je vais ecrire : 

XuEORftME II. — Si, pour des valeurs croissantes de n, la valeur nume¬ 
rique du rapport 

U n.-\~ 1 

a n 

converge vers une limite fixe k, la serie (1) sera cornergente toutes les fois 
que l’on aura k <( 1, el divergente toutes les fois que l’on aura k^> 1. 

OEtivres de C. ■— S. If t t. III. *7 
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Par exemple, si Ton consider? la serie 


on trouvera 




i 

j 


i 

H-5 

I .2 


[. 2.3 


~h. . 


W/M-l __ 

U n ft -+" I 



00 


cl’oii il resulte quo la serie sera convergente. 

Le premier des deux theoremes qu’on vient d’etahlir ne laisse d’i 
certitude sur la convergence ou la divergence d’une serie que dans 
cas particular ou la quantite representee par k devient egale a l’unil 
Dans ce cas particular, on pout quelqucfois constater la convergen 
de la serie proposer, soit en s’assurant que les valours numeriques 
ses differents termes forment une serie convergente, soit on ayantega 
au theoreme suivant: 

ThkorSme III. — Si dans la serie (r) la valeur numeriqiie da ten 
general u n decroit conslamment el indefiniment, pour des valeurs cre 
sanies de n, si de plus les differents termes sont alternativement positifs 
negatifs, la serie sera convergente. 

Considerons, par exemple, la serie 


, 5 , i i i , r _ i 

(O; I, — - 5 -f“ o > — 7 J JZ - 1 -i- ;— ? .... 

2 3 4 /^ /!+ I 

La somme des termes dont le rang surpasse n, si on les suppose pris 
nombre egal a m, sera 


^ 11 ~J— I ft —f— 2 it " 4 — 3 it - 4 ~ 4 ~f~ 1)1 

Or la valeur numerique de cette somme, savoir 


i 


i 


1 




I 


ft - 4 - 1 it - 4-2 u - 4 - 3 it - 4 - 4 /£ - 4 - lit 

I / I I \ / L I 


/i + i \n 4-2 11 4- 3 / \ n -4- 4 /t -4- 5 


n ~r I n - 4 - 2 } \rt~ 4-3 n- 4-4 


( _ _\ + 

^ ft -4— r> ft Hh 6 J 
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etant evidemment comprise entre 

» i _i_. 

n -+-1 n - hi n -h z 

decroitra indefiniment pour des valeurs croissantes de n , quel que 
soit m, ce qui suffit pour etablir la convergence de la serie proposee. 
Les memes raisonnements peuvent evidemment s’appliquer a toutes les 
series de ce genre. Je citerai, entre autres, la suivante 


(4) 


• I I I 

~~W 


laquelle, en vertu du theoremc III, restera convergente pour toutes les 
valeurs positives de pi. 

Si dans la serie (4) on supprime le signe — devantcliacun des ternies 
de rang pair, on obtiendra la serie (3) du § II, qui est divergente toutes 
les tois que 1’on suppose pi — i ou pi < i. Par suite, pour transformer 
une serie convergente en serie divergente, ou reciproquement, il suffit 
quelquelois de changer les signes de certains termes. Au reste, cette 
remarque est uniquement applicable aux series pour lesquelles la 
quantile designee par k dans le theoreme II se reduit a l’unite. 

Etant donnee une serie convergente dont tous les termes sontposi- 
tifs, on no pout qu’augmenter la convergence en diminuant les valeurs 
numeriques de ces memes termes, et changeant les signes de quelques- 
uns. II est bon d’obscrver qu’on produira ce double effet si Ton mul- 
tiplie chaque terme par un sinus ou par un cosinus, et cette observation 
suffit pour etablir la proposition suivante : 

Theoreme IV. — Lorsque la serie 

(a) po, pl> P 21 • • • > Pi I! • • •» 

uniquement formee de termes positifs, est convergente, chacune des sui- 
vantes 

i p o COS0o, p!COS0i, p 2 COS 02, ..., p rt COS0„, ..., 

( 5 ) < 

I p 0 sin 0 O , pi sin 0u p 2 sin0,, ..., p„sin0„, ... 
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Vest pareillemenl, quelles que soient les valeurs des arcs 0 O , 9,, 0 2 , . 1, 

0„, .... 

Corollaire. — Si 1’on suppose generalement 

Q„ — nQ, 

0 design ant un arc quelconque, les series (5) deviendront respecti¬ 
vement 

( Po, piCOS0, p 2 COS 2 0, ..., p„ cos n 9, ..., 

( 6 ) ) 

I p t sin#, p 2 sin 20 , p„-sin«0, .... 

Cos deux dcrnieres seront done toujours convergent.es en raeme temps 
quo la serie ( 2 ). 

Si Ton considere a la fois deux series dont chacune renferme des 
termes positifs et des termes negatifs, on demontrera facilement & lour 
egard les theoremes Y et VI du § II, ainsi qu’on va le voir. 

Theorems V. — Soient 

^ Wo? U,, 11%, . . ., Un, • • ., 

( 7 ) ) 

( ( ’o, V t , Vi, V„, ... 

deux series convergenles qui aient respectivement pour sommes s et s'; 

(k) «o + V 0 , W1 -f- V), III ■+* r 2> u n + ... 

sera une nouvelle serie convergenie, qui aura pour somme s +■ s'. 
Demonstration. — Si Ton fait 

s n - W 0 + u t -j- u. 2 -f- . . . H- lln-li 
s n ” r 0 + ( ; i + r 2 +...+ > 

s„ et s'„ convergeront respectivement, pour des valeurs croissantes 
de n, vers les limites s et s'. Par suite, s n -hs' /t , c’est-ii-dire la somme 
des n premiers termes de la serie (8), convergera vers la limite s 
ce qui suffit pour etablir le theoreme enonce. 

Les mimes choses etant posees que dans le theoreme 


TlIEORfiME YI. 
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precedent, si chacune des series (7) reste cornergente, lorsqu on reduit 
ses differents termes a leurs valeurs numeriques. 


(9) 


I 

1 U 0 V X + U X V 0 y 

J Uq C*«> -f- C-’j -f- W 2 (’ 0 , 

. 

[ a Q V11 + Ml Vn- J "+■••• (>j -f- f 0 , 


•vcra une nouvelle serie cornerge.nte, qui aura pour somme ss'. 

Demonstration. — Soient toujours s n , s' n les sommes des n premiers 
termes des deux series (7), et designons en outre par s" n la somme des 
n premiers termes de la serie (9). On trouvera 

St/S/I ( U//- 1 V/1-2 +■ W«-s*V-l) . 

{u,i~ 1 ( 7 i ...-+~ w 2 w i v n —1 )• 

De plus, le theor6me VI ayant ete demontre dans le second paragraphe 
pour le cas ou les series (7) ne renferment que des termes positifs, il 
en resulte que, dans cette hypothese, chacune des quantites s n s n , s n 
converge, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite ss', et par 
suite la difference s n s n — s n ou, ce qui revient au meme, la somme 

1 + ( M„_ 1 V a ~l •+- M„_ )•+•... 


vers la limite zero. 

Conccvons maintenant que, les termes des series (7) etant les uns 
positifs et les autres negatifs, on designe respectivement par 

• 5 Pn> • * • 9 

* > P/19 * * * 

les valeurs numeriques de ces differents termes. Supposons de plus, 
eonformement a l’enonce du theoreme, que les series (10), composees 


fio) 


P 09 P 19 P %9 

P Of P 1 ’ P‘ 2 > 
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de ces memes valeurs numeriques, soient toutcs deux convergentes. 
En vertu de la remarque qu’on vient de faire, la somme 

Pn-iP'n-: ■+• (prt-ipK-s - * - pw—2P/i—i )-+-••• 

H-(pn-lpl ~t“P/i-3ps -+- Ptp'n-i ■+■ Plp '„-1 ) 

convergera, pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zero; et, 
eomme la valeur numerique de cette somme sera evidemment supe- 
rieure a colic de la suivante 

11 n— 1 *’« — 1 ■+■ ( u n— 1 *'/; -2 4~ ) + • • • 

- I - ( ««-1 <’l -+- •+• • • • 4 - 11 \ (’«-1 )> 

il en resulte que cette derniere ou, ce qui revient au meme, la diffe 
rencc s„s' n — s" n convergera elle-meme vers la limite zero. Par suite, ss' 
qui est la limite du produit s,,^, sera encore cclle de s" n . En d’aulrei 
termes, la serie (9) sera convergente et aura pour somme le pro 
duit ss'. 

Scolie. — Le theoremc precedent pourrait no plus subsister si le 
series (7), supposees convergentes, cessaient de l’etro apres la reduc 
tion de chaque terme a sa valeur numerique. Concevons, par exemple 
que pour chacune des series (7) on prenne la suivante 

, . 1 1 1 1 

(n) j, --■> H—r ? -p 7—p —• ••• 

2 2 3 2 4 2 5 - 

La serie (9) deviendra 

ipp)’ 

(71" P " 7s)’ 

(71 + 77 + + 7)’ 


(12) 
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Cette derniere est divergente, car son terme general, savoir 

, ( i t i i i 

\\J a y(n—i)3 — \J n 

a une valeur numerique evidemment superieure a 


II 



4 » y 

a + 9,) 


lorsque n est pair, et a 



2 /) 

II “f~ l 


lorsque n est impair, c’est-a-dire, dans tons les cas possibles, une 
valeur numerique superieure a l’unite. Cependant la serie (u) est 
convergente. Mais on doit observer qu’elle cesse dc 1’Stre lorsqu’on 
reduit chaque terme a sa valeur numerique, puisqu’elle se change 
alors en la serie (6) du § II. 


§ IV. — Des series ordonnees suivant les puissances ascendanles 
et entiires d’une variable. 


Soit 


(1) « 0 , «i oc, a,x ! , ..., a n as n , ... 

une serie ordonnec suivant les puissances entiercs et ascendantes de 
la variable x, 

(2) a 0 , ci^y a.ij ..., ct n , ... 

designant des coefficients constants positifs ou negatifs. Soit de plus 
A ce que devient pour la serie (2) la quantite k du paragraphe prece¬ 
dent ( voir le § III, theor'eme II). La meme quantite, calculee pour la 
serie (r), sera equivalente a la valeur numerique du produit 
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Par suite, la serie (t) sera convergente si cetle valeur numerique 
est inferieure a l’unite, c’est-a-dire, en d’autres termes, si la valeur 
numerique de la variable x est inferieure a —• Au contraire, la 

serie (i) sera divergente si la valeur numerique de x surpasse ~ 
On peut done enoncer la proposition suivante : 

Theoreme I. — Soil A la limite vers laquelle converge, pour des valeurs 
croissantes de n, la racine n lemc des plus grandes valeurs numeriques 
de a n . La serie (i ) sera convergente pour toutes les valeurs de x com¬ 
prises entre les limites 

i i 

X —- — — ? X ~ ? 

A A 

el divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des mSmes limites. 
Lorsque la valeur numerique du rapport —— converge vers une 

Cl n 

limite fixe, cette limite est (en vertu du theoreme IY, Chap. II, § III) 
la valeur cherchee de A. Cette remarque conduit a une nouvelle pro¬ 
position que je vais ecrire : 

Theoreme II. — Si, pour des t'aleurs croissantes de n, la valeur nume¬ 
rique du rapport 

U n - 4-1 

a, L 

converge vers la limite A, la serie (i) sera convergente pour toutes les 
valeurs de x comprises entre les limites 

i i 

- -- j —f— j 

A A 

et divergente pour toutes les valeurs de x situees hors des mimes limites. 

Corollaire L — Prenons pour exemple la serir 
( 3 ) i ? 2 xj 3 x 2 , l\.x ^ 9 • • •> (n i')x ,} j .... 

Comme on trouvera dans cette Irypothese 

a n +\ ___ rt 4- 2 _____ i 

a ri u —i ti —f— i 
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ct, par suite, 

A = i, 

on on conclura que la serie ( 3 ) est convergente pour toutes les valours 
de x rcnfermees cntre les limites 


X = — I, 


et divergente pour les valeurs do x situees hors de ces limites. 
Corollaire II. — Prenons pour second exemple la serie 


( 4 ) 


X 

— 5 

I 


x~ 

2 


X* 


dans laquclle le terme constant est cense reduit a zero. On trouvera 
dans cette hypolhesc 

CIffIt I 

a n n j i 

i 4- - 
n 


et, par suite, A = i. La serie ( 4 ) sera done encore convergente ou 
divergente, suivant que la valeur numerique de x sera inferieure ou 
superieure a l’unite. 

Corollaire III. — Si pour la serie (i) on prend la suivante 

,r }) j t x — f*(p —0(p —+ Q j, 

(jl designant une quantite quelconque, on trouvera 


et, par suite, 


g/H-i = p — n 
a n n -f-1 


i 


ff 

n 

x 


it 


lim ■ 


i -b ■ 


i 

00 


i-h 


i. 


On en conclura que la serie ( 5 ) est, comme les series ( 3 ) et ( 4 ), con- 

ORnvres de C., S. II, Mil. 18 
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vergente ou divergente, suivant que 1’on attribue a la variable x une 
valeur numerique inferieurc ou superioure a I’unite. 

Corollaire IV. — Considerons encore la serie 

X x"- x*_ X". _ 

^ 1 ’ I ’ J . 2 5 1.2.3’ ’ 1.2.3...//’ 

Comme on aura dans ce cas 

et, par suite, 

on en conclura que la serie est conyergente ontre les limites 

i i 

x — — - — — oo, ,r ir -f• - “ ~f- cc, 
o o 

e’est-a-dire pour toutes les valeurs reclles possibles do la variable x. 
Corollaire V. — Considerons enfin la serie 

( 7 ) 1 , 1 -X, I.2.JJ 2 , 1 . 2 . 3 .x*, ..., 1.2.3.. n.x n , .... 

En lui appliquant le theoremc II, on trouvera 

et Ton aura par suite 

On en conclura que la serie (7) est toujours divergente, exccpte 
lorsqu’on suppose x = o, auquel cas elle sc reduit a son premier 
terme t. 

En examinant les resultats qu’on vient d’obtenir, on reconnalt 
immediatement que, parmi les series ordonnees suivant les puis¬ 
sances ascendantes et entieres de la variable x, les unes sont tantdt 


- II —(— I , A — CO, 


I 



«n±l „ _J_ 
a fl ~ //-hi 


A = - = 0, 

00 
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convergentes, tantot divergentes, selon la valeur attribute a cette 
variable, tandis quo d’autres restent toujours convergentes, quel que 
soit.x, ct d’autres toujours divergentes, excepte pour x — o. On peut 
ajouter que le theoreme 1 ne laisse d’incertitude sur la convergence 
d’une semblable serie que dans le cas oil la valeur numerique de x 
devient egale a la constante positive representee par e’est-a-dire 
lorsqu’on suppose 



Dans ce cas particular, la serie est tantot convergente, tantot diver- 
gente, et la convergence depend quelquef'ois du signe de la variable x. 
Par exemple, si dans la serie (Zj), pour laquelle A = r, on faitsucces- 
sivement 

x — i, 

on obtiendra les deux suivantes 

i i 

V 3 ’ 

1 I 

— I, H- i — o ’ H - t’ — — ’ ' * ‘ ’ 

’ 2 3 4 n 

dont la premiere est divergente (woiVdans le § II le corollaire du theo¬ 
reme HI) et la seconde convergente, ainsi que cela resuite du theo¬ 
reme III (§ III). 

II est encore essentiel de remarquer que, par suite du theoreme 1, 
lorsqu’une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes et en- 
tieres d’une variable x sera convergente pour une valeur numerique 
do x differente de zero, elle restera convergente, si l’on vient a dimi- 
nuer cettc valeur numerique ou meme a la faire decroitre indefini- 
ment. 

Lorsquc deux series ordonnees suivant les puissances ascendantes 
et entibres de la variable x sont convergentes pour une meme valeur 
de la variable, on peut leur appliquer les theoremes V et VI du § III. 


( 8 ) 

(9) 
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Cette remarque suffit pour etablir les deux propositions que je vais 
enoncer: 

Theori-me III. — Supposons que les deux series 

( a Q , a v x, a. 2 x 2 , . .., ct n x n , ..., 

( l0 ) ] 

( b§, b L x, b 2 x~, . * * > b n x n , ... . y 

elant a la fois convergentes, lorsquon attribue a la variable x urie cer - 
taine valeur, aienl alors pour sommes respectives s et s ', 

(11) a 0 +-b 0 , {a % -\-b y )x, {a 2 -+-b 2 )x 2 , . .., (a n -\-b n )x n 9 ... 

sera, dans le mime cas, une nouvelle serie convergente, qui aura pom 
somme s 4~ s'. 

Corollaire. — On etendra facilement ce theoreme a tant dc series 
que Ton voudra. Par exemple, si les trois series 

a Q , a v x, a.,x 2 , ..., 

b Q9 b { x, b 2 x 2 , ..., 

C 0 J e f X y C 2 X " y ... 

sont convergentes pour une me me valeur attribute a la variable x, e 
quo l’on designe par s, s', s" leurs sommes respeclives, 

« 0 —h b Q -\- c 0 , («!-+- b t -h c x )x, b 2 -\-c 2 )x 2 , ... 

sera une nouvelle serie convergente. qui aura pour somme s 4- .*'+ s ,f 

Theorize IV. — Les mimes choses etant posies que dans le theorem 
precedent, si de plus chacune des series (io) reste convergente, lorsquoi 
reduil ses differents termes a leurs valeurs numeriques , 

l a 0 b Q , (a 0 b x -h a x b 0 )x, ( a 0 bo ci l b i -+- a^b^) x 2 , ..., 

( 12 ) 

( ..., (a 0 b n 4- a l b n -. x 4*. . . 4- a n -i b x -4- a n b^)x n , ... 

sera une nouvelle serie convergente, qui aura pour somme ss'. 
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Corollaire /. — Le theoreme precedent se trouve compris dans la 
formule 

( (a 0 -h a y x ..) (&0-4- b x x^r b*>x 2 -\~...) 

( 13 ) i 

' = «o^o+ aib<,)x H- (a 0 6,-f- a,_b <1 )x t + .. 

qui subsiste dans le cas oil chacune des series (to) reste convergente 
lors meme qu’on reduit ses differents termes a leurs valeurs nume- 
riques, et qui sert a developper dans cette hypothese le produit des 
sommes des deux series cn une nouvelle serie de meme forme. 

Corollaire II. — En repetant plusieurs fois de suite l’operation indi- 
quee par 1 ’equation (i 3 ), on pourrait multiplier entre dies les 
sommes de trois ou d’un plus grand nombre de series semblables aux 
series (io), et dont chacune rcsterait convergente apres la reduction 
de ses differents termes a leurs valeurs numeriques. Le produit obtenu 
serait la somme d’une nouvelle serie convergente ordonnee suivant 
les puissances ascendantes et cntiercs de la variable x. 

Corollaire III. — Si dans les deux corollaires precedents on suppose 
que toutes les series dont on multiplieles sommes deviennentegales, 
on obtiendra pour produit une puissance entiere de la somme de cha¬ 
cune d’elles, et cette puissance se trouvera encore representee par la 
somme d’une serie du meme genre. Par exemple, si dans 1 ’equa¬ 
tion (i3) on fait a 0 = b 0 , a, = b t , a t = b t , ..., on en tirera 

(14) («„-+-«!« H- c s -t- ... y~ ?.a»a\X -+- (2« 0 a,+ - 

Corollaire IV. — Si Ton prend pour termes generaux des series (io) 

p(p — 0(p~ — n + ■) T n. 

1 . 2 . 3 . ..n 

(\t 

P'(P'— Off*'— 2)...(p'— - 

-_____ •* ’ 


p., p/ designant deux quantites quelconques, et la variable x etant 
renfermee entre les limitesar = — i, a? = -t-1, chacune des series (io) 
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restera convergente, meme lorsqu’on reduira ses different!* termes. a 
leurs valeurs numeriques, et Je terme general de la serie (12) de- 
viendra 


| >(|* — i). . .((J -« + i) + — « + fx' 

L x. 2 .3.. . n • i. 2 .3. .. (n — x) x 

H_ £ + P-'tp-'—” + Q "| a _ B 

x x. 2 .3.. . (n — 1 ) i . 2 . 3 . . . /* J 

— + + n 4- 1 ) n 

I .2.3. . . /I 


Celapose, si Ton appellee(p.) la somme de la premiere des series (10) 
dans Phypothese que l’on vient de fairo, c’est-a-dire, si Ton pose 

(1 5 ) <p(p.) — 1 -+- ^x -4- #*-+-..., 

Ies sommes des series (10) ct(i2) seront respectivement designees, 
dans la meme hypothkse, par cp(p-), <p(p/) et <p(p. -+- p/); on sorte quo 
Pequation (i 3 ) deviendra 

( 1 6 ) ffl(/x)9(^')=:<p(/x^-fx , ). 

Xmrsque dans l’equation (i 3 ) on remplace la somme de la serie 

bo, b x x, b t x', ... 

par un polynome compose d’un nombre fini de termes, on obtient une 
formule qui ne cesse jamais d’etre cxacte, tant que la serie 

a 0 , a L x, a^x*, 

demeure convergente. C’estce que nous allons prouver directement, 
en etablissant le theoreme qui suit: 

Theoreme V. — Si, la serie (i) etant convergente , on multiplie la 
somme de cette serie par le polynome 

( 17 ) kx m - 4 - lx m ~ l - 4 - . . . -\-px q, 

dans lequel m designe un nombre entier, on obtiendra pour produii la 
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somme d’une noiwelle serie comergenle de mime forme, dont le terme 
general sera 

( (JOLfi 4" p&n —.j 4" . . . 4~ 4" kct n —in ) & m <> 

pourvu. qae Von considere comme nulles dans les premiers termes cedes 
des quantiles 

• • •> < 2 w _ /n+ i, Ct n — f)l 

qui se trouveront affectees d'indices negatifs : en cVautres termes, on 
aura 

/ ( kx m 4 lx m ~ l 4- • •. + poc -4” q) (a Q 4 a { x 4 a t x- 4 .. .) 

, 0 . ] ~7«o4(7ai4/>a 0 )#4...4(?a m 4/>a /n _ l 4...4/tfi4A7z 0 )a?'" 

(r 8) < 

I + ..•-.. 

\ 4 ( qa n 4- pdji- i 4 ... 4 la n ^ m + x 4 ka n „ m ) x n 4... - 

Demonstration. — Pour multiplier la somme de la serie (i) par le 
polynomc ( 17 ), il suffira do la multiplier successivement par les diffe- 
rents termes de ce polynome. On aura done 

(kx m 4 - lx nl ~~ l 4 • . px 4- q) O 0 4 a { x -4 a%x *4 ...) 


4 * lx m ~ 1 (a 0 4 a^x 4 a%x 2 4 ...) 4 kx m (a 0 4 a t x 4 a^x- 4 ...). 

Comme on a de plus, pour des valeurs entires quelconques de n, 

q (^o+- a i x 4 a % x^ 4 . . .4 a n - l x n ~ l ) 

z=.: qa 0 4 qa x x 4 qa^x* 4... 4 qa n ^ x x n ~ l , 

on en conclura, en faisant croitre n indefiniment, et passant aux 
limites, 

iy(rt 0 -H a x x -+■ cisX^-h ...) = <7«o+ gciiX -+- qa.' l x ! '^r - 

On trouvera de meme 

px (a 0 -+■ a, x -+- 4-...) —pa„x + pa x x t + pa,x* +..., 

.j..... 

l X m -1 ( a 0 + a,X H- a 2 * 2 +...) = la,x m ~ !1 4- la x x m -+-la^x"^ 
lcx’n(a 0 +a l x + a i x i + ...)-'ka l} x m 4- ka, x”'+ l 4- ka s .... 
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Si Ton ajoute ces dernieres equations, et qu’en formant la somme de; 
seconds membres on reunisse les coefficients des puissances sem 
blables de la variable x, on obtiendra precisement la formule (iB). 

Concevons maintenant que dans la serie (i) on fasse varier la valeu 
de x par degres insensibles. Tant que la serie restera convergente 
c’est-a-dire tant que la valeur de x demeurera comprise entre lei 
limites 

i i 

— ~t ? ~4“ ~r ? 

A A 

la somme de la serie sera (en vertu du theoreme r, § I) une fonctioi 
continue de la variable x. Soit y(x) cette fonction continue. L’equa 
tion 

tp ( x ) = « 0 a, x H- a 2 x % -+-... 

subsistera pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limitei 
— t> + T’ ce <I ue nous indiquerons en ecrivant ces limites a cot 
de la serie, commc on le voit ici : 

( I Q ) O (ft') ----- CIq -f- ft ] ft’ -f- ft* X~ . . . ^X I 3 T — — , X — - 4 - * 

Lorsque la serie est supposee connue, on peut quelquefois e 
deduire la valeur de la fonction y(x) sous forme finie, et c’est la c 
qu’on appelle sommer la serie. Mais le plus souvent la fonction <p (2 
est donnee, et Ton se propose de revenir de cette fonction a la seri< 
ou, en d’autres termes, de developper la fonction en serie convergent 
ordorinee suivant les puissances ascendantes et entieres de la v 
riable x. II est facile d’etablir a ce sujet la proposition que je va 
enoncer: 

Theoreme YI. — Une fonction continue de la variable x ne peut St 
developpee que d’une seule maniere en serie convergente ordonnee suiva, 
les puissances ascendantes et entieres de cette variable. 

Demonstration. — En effet, supposons qu’on ait developpe par dei 
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methodos differentes la fonction <p(a?), et soient 

a„, a t x, a*x\ ..., a 

b„, b t x, b,x*, ..., b n x n , ... 

los deux dcvcloppements, c’est-a-dire deux series dont chacune, etant 
convergent© pour des valeurs den? differentes de zero, ait pour somme, 
tant qu’elle demeure eonvergente, la fonction f (cc). Ces deux series 
etant constamment convergentes pour de tres petites valeurs nume- 
riques de x, on aura, pour de semblables valeurs, 

cIq ci\ ~f~ ct%oc" ~ 4 “. .. mu b q —(— b\ cc —f~ b^, oc^ - 4 — *. .. 

Comme, en faisant evanouir x, on tire de 1’equation precedente 

^0 — b 0 > 

il en resultc qu’on pout la reduire generalement a 

a,.r-h a 2 a? s + .. .=• b x x b i x i -i-... 

ou, ce qui revient au memo, a 

xi^ci^ -H ct%x -f-. ..) - < 2 ?( b^ -4- b%x -f-...). 

Si 1’on multiplie par les deux membres de cette derniere equation, 
on obtiendra la suivante 

fitj ctfX -4-... — bi 4- b$x -j- ..., 

qui devra encore subsister pour de trbs petites valeurs numeriques de 
la variable x, et delaquelle on conclura, en posant x — o, 

En continuant de xnenae, on ferait voir que les constantes a 0 , a { , a„, ... 
sont respectivement egales aux constantes b 0 , b { , b t , ..., d ou il suit 
que les deux developpements de la fonction <p(os) sont identiques. 

Le Calcul differentiel fournit des methodes tress expedites pour 
developper les fonctions en series. Nous exposerons plus tard ces 

QEuvres de C. — S. II, t. III. ^ 
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methodes, et nous nous bornerons pour l’instant a faire connaitre, 
avec Ic developpement de lafonction (i -ha?)*'-, dans laquelle p designe 
uno quantite quelconque, deux autres developpements que Ton ramene 
facilement au premier, savoir, ceux des fonetions 

A x et L(n- x). 


Adesignant une constante positive, et L la caracteristiquc des loga- 
rithmes dans un systeme clioisi a volonte. En consequence, nous allons 
resoudre l’un apres 1’autre les trois problemes qui suivent: 

Probl6me I. — Developper, lorsque cela se peut, lafonction. 

(l x)V- 

en sdrie convergente ordonnee suivant les puissances ascendanles et 
entiires de la variable x. 


Solution. — Si d’abord on suppose p = m, m designant un nombre 
entier quelconque, on aura, par la formule dc Newton, 


, .. m m (m — i) , 

(i -t- #)'“ = h- x -1---- x 2 

v I 1.2 


La serie dont la somme constitue le second membrc dc cctte formule 
est toujours composee d’un nombre fini de termes; mais, si l’on y 
remplace le nombre entier m par une quantite quelconque p, la nou- 
velle serie que Ton obtiendra, savoir 


( 5 ) 


■x. 


I) 


X i 


se trouvera composee en general d’un nombre indefini de termes, et 
sera convergente seulement pour des valours numeriques de x infb- 
rieures a l’unite. Soit, dans cettelxypotbese, <p(p) la somme de la nou- 
velle serie, en sorte qu’on ait 

(l5) tf (jj.) — | + ^ X + —y - ~ - - X* + ■ ■ ■ (x — — I, X — ^rl). 


En vertu du theoreme I (§ I), <p(p) sera fonction continue de la va- 
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riable p. entre des limites quelconques de cette variable, et Ton aura 
(voiHe theoreme III, corollaire IV) 

( 16 ) <p(p)?(p') = <p(p + p')- 

Cette derniere equation etant entierement semblable a 1’equation ( 2 ) 
du Chapitre V (§ I) se resoudra de la meme manierc, et Ton en con- 
clura 

9 (P.) = ['?(*)?= 

Lavaleur de cp(p) etant ainsi determinee, si on la substitue dans la 
formule (i5), on trouvera, pour toutes les valeurs de ^comprises entre 
les limites x — — 1 , x — -b 1 , 

(20) (i+x)l*=i+ Yx -)- ■■■ ■! ) x* H- ■ . ■ (x — — I, X — -+- 1). 


Lorsque la valeur numerique de x devient superieure a l’unite, la 
serie (5), n’etant plus convergente, cesse d’avoir une somme, en sorte 
quo 1’equation ( 20 ) ne subsiste plus. Dans la meme hvpothese, il 
devient impossible, ainsi qu’on Ie prouvera plus tard a l’aide du Calcul 
infinitesimal, de devclopper la fonction (1 -+- x)v en serie convergente 
ordonnee suivant les puissances ascendantes et entieres de la va¬ 
riable x. 


Corollaire 1. — Si dans l’equation ( 20 ) on remplace p. par ^et a"par 
ax, a designant une quantitemUniment petite, on aura, pour toutes le-s 
valeurs de ax renfermees entre les limites — • t, -+- 1, ou, ce qui revient 
au meme, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites 


(1 -b ax) a = 1 -b j + (1 — «) ■ 


X* 


1.2.3 


( 


— a) (1 — 2 a) H- ... 


• - > x =- 


1 

a 


Cette dernibre equation devant subsister, quelque petite que soil la 
valeur numerique de a, si 1 ’on designe a l’ordinaire, par 1 ’abrevia- 
tion lim placee devant une expression qui renferme la variable a, la 
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limite vers laquelle converge cette expression, tandis que la valeur 
numerique de a. decroit indefiniment, on trouvera, en passant aux 
liraites, 

(21) lim(i 4- ax)*— x + y +... (x = — 00, x = -+- 00). 

II reste a chercher la limite’de (r - 4 - ax) x . Or, en premier lieu, on 
tirera de la formule precedente 

lim (I -f- oc. ) a zz: I H— — H— - H— -— -f- . . ., 

I 1.2 1 . 2.5 

ou, en d’autres termes, 

i 

(22) lim(i a) a z=: e, 

e designant la base des logarithmes neperiens \voir\e, § I, equat. (6)]. 
On en conclura immediatement 

t 

lim(i -t- xx) a *' = e, 

et, par suite, 

i r JL1* 

lim(n- oca;)*— lim L(i -+- <za?)“ x J = e x . 

Si maintenanton remct la valeur de lim(i + clx) x dans I’equation ( 21 ), 
on obtiendra la suivante : 


(23) 



x 1.2 


x 3 


1.2.3 


(x — 00, X z= -h 00). 


On pourrait arriver directemcnt a l’equation (23) en observant quo 
la serie 


( 6 ) 


X X 2 X 3 

— , -, --5 

I 1.2 1.2.3 


est convergente pour toutes les valeurs possibles de la variable x, et 
cherchant la fonction de x qui represente la somme de cette mfime 
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serie. En effet, soit<p(.z) la somme de la serie (6) qui a pour terme 
general 

i. 2 .3... n 5 

?(j) sera somme de la serie qui a pour terme general 

i. 2.3. .. n 3 

ct (en verlu du theoremeVI, § III) le produit de ces deux soinmes 
sera la somme d’unc nouvelle serie qui aura pour terme general 

x n x Il ~~ l y 

--- H- - - - -- : -h . . . 

i.2.6...n i. 2 . 6...(n — i) i 

x y n - 1 t y rl _ __ (x-y -y) Tl 

I 1.2.3. . .{/I — I) 1.2.3. . .11 1.2.3. . .11 

Ce produit sera done egal a <p (os-\-y), et par suite, si Ton fail 1 . 

X X Z 

cq(x) = i H-1-1-—o -+-•••? 

TV/ I 1.2 1.2.3 


la fonction <p(a?) verifiera Tequation 

9( aj ) ?(/) = <p0»+j)- 
En resolvant cctte equation, on en tirera 

?(*) = [?( I )?=( , + 7 + T7* + 770 + --') ’ 

e’est-a-dire 

<p(#) nz e x . 

Corollaire II. — Si, apres avoir retranche 1’unite de chaque membre 
de l’equation ( 20 ), on divise les deux membres par [*, l’equation que 
Ton obtiendra pourra s’ecrire ainsi qu’il suit: 

(x ~— 1 , x in-y-1); 
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et, si dans cette derniere on fait converger p. vers la limite zero, on 
trouvera, en passant aux limites, 


(* 4 ) 


lim 


(i -f- x)V- — I 


: X ■ 


x- 

3 


X* 

T 


De plus, comme en designant par 1 la caracteristique des logarithmes 
neperiens pris dans le systeme dont la base est e , on a evidemment 


i h- x ~ 


(l oc)V‘= e vM^^x) - I 




I . 2 




on en conclura 


et, par suite, 
(25) 




.. (l -I- x)^ — J 

lim---= l(i -f- tv). 




Cela pose, la formule ( 24 ) deviendra 


(26) l(l -h x) = x • 


(x ~ — r, x = H- 1). 


L’equation precedente subsiste tant que la valeur numerique de x 
reste inferieure a I’unite; ct, dans ce cas, la serie 

, . X 1 X s . x n 

( 27 ) -T’ + T’ •••’ ± T’ 

est convergente, aussi bien que la serie ( 4 ), qui en diff&re seulemcnt 
par les signes des termes de rang impair. Les memes series devenant 
divergentes, des qu’on suppose la valeur numerique de x sup 6 rieure 
a l’unite, l’equation ( 26 ) cesse d’avoir lieu dans cette hypothese. 

Dans le cas particular oil Ton prcnd x = i,.la serie ( 27 ) sc reduit 
a la serie (3) du troisieme paragraphe, laquelle est convergente, 
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comme on l’a fait voir. L’equation (26) doit done alors subsister, en 
sorle qu’on a 

(28) I(a)=,-i+ 

2 o 4 

Si Ton prenait au contraire x — — 1, la serie (27) deviendrait diver- 
gentc ct n’aurait plus de somme. 

On pout remarquer encore que, si apres avoir ecrit — x au lieu 
de x dans la formule (26), on change a la fois les signes des deux 
membres, on obtiendra la suivante 



ProbiAme II. — Ddvelopper la fonction 

A*, 

dans laquelle A designe un nombre quelconqueen serie comer genie 
ordonnee suivant les puissances ascendantes el entie'res de la variable x. 

Solution. — Designons toujours par la caracteristique 1 les Ioga- 
rithmes neperiens pris dans le systfeme dont la base est e. On aura, 
d’apres la definition meme des logarithmes, 

A = e l < A) , 

ct l’on en conclura 

( 3 o) A x = e xl < A >. 

Par suite, on ayant egard a l’equation ( 23 ), on trouvera 

I AJ _ I + ®J(A1 + + _u... 

( 3 .) j 1 I - 2 I - 2 - 3 

( (a? 4 = — 00, X — -h 00). 

Cette derniere formule subsiste pour toutes les valeurs reelles pos¬ 
sibles de la variable x. 

Problems III. — La caracteristique L designant les logarithmes pris 
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dans le systeme dont la base est A, developper, lorsque cela se peul, , 
fonction 

L(n-;r) 


en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et entier 
de la variable x. 


Solution. — Designons toujours par 1 la caracteristiquc des log 
rithmes neperiens. On aura, en vertu des proprietes connues d 
logarithmes, 


L(i + x) = 


L(r •+- x) 
L(A) 


_] ( t -+- x) 

““uTT’ 


et par suite, en ayant egard a 1 ’equation ( 26 ), on trouvera, poi 
toutes les valeurs de x comprises entre les limites — x, -+- 1 , 


(3 ? .) L(rH-x) = T ^^-^ +J-...) 

Cette derniere formule subsiste dans le cas memo oil l’on prend x = 
mais elle ccsse d’avoir lieu lorsqu’on suppose x — — \ ou x-^>i. 
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CHAPITRE VII. 


DES EXPRESSIONS IMAGINAIRES ET DE LEURS MODULES. 


§ I. — Considerations gdnerales sur les expressions imaginaires. 

En Analyse, on appelle expression symbolique ou symbole toute com- 
binaison de signes algebriques qui ne signifie rien par elle-meme ou 
a laquelle on attribue une valeur differente de celle qu’elle doit natu- 
rellement avoir. On nomme de meme equations symboliques toutes 
cedes qui, prises a la lettre ct interpretees d’apres les conventions 
generalement etablies, sont inexactes ou n’ont pas de sens, mais des- 
quelles on peut deduire des resultats exacts, en modifiant et alterant 
selon des.regies fixes, ou ces equations elles-memes, ou les symboles 
qu’elles renferment. L’emploi des expressions ou equations symbo¬ 
liques est souvent un moyen de simplifier les calculs et d’ecrire sous 
une forme abregee des resultats assez compliques en apparence. C’est 
ce qu’on a deja vu dans le second paragraphe du troisifeme Chapitre, 
oil laformule ( 9 ) fournit une valeur symbolique tres simple de l’in- 
connue x assujettic a verifier les equations (4). Parmi les expres¬ 
sions ou equations symboliques dont la consideration est de quelque 
importance en Analyse, on doit surtout distinguer cedes que Ton a 
nominees imaginaires. Nous allons montrer comment on peut etre 
conduit a en faire usage. 

On sait que les sinus et cosinus de Pare a b sont donnes en fonc- 
tion des sinus et cosinus des arcs a et b par les formules 

cos(a-|- b) = cosa cos b — sina sin b, 
sin (a-t- b) = sin a cos b 4 - sin b cosa. 

OEuvres de C . — S. II, t. III. 
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Or, sans prendre la peine de retenir ces formules, on a un moyen for 
simple de les retrouver a volonte. II suffit, en effet, d’avoir egard a L 
remarque suivante. 

Supposons que 1’on multiplie I’une par l’autrc les deux expression 
symbol iques 

cosa -i- y/ — i sin<7, 
cost \J — i sin b, 

en operant d’apres les regies connues de la multiplication algebrique 
comme si \j— i etait une quantite reelle dont le carre fut egal a — r 
Le produit obtenu se composera de deux parties : l’une toute reelle 
l’autre ayant pour facteur \J— i; et la partic reelle fournira la valeu: 
de cos(a-f-i), tandis que le coefficient \/—i fournira celle di 
sin(a 4 - b). Pour constater cette refliarque, on ecrit la formule 

cos(a + b) h- \/— i sin(a -+- b) 

= (cos a -+- \J — i sin a) (cos b -+- \J— i sin b ). 

Les trois expressions que renferme l’equation precedente, savoir 

cosa -+- \J— i sin a, 
cos b \J — i sin&, 

cos (a -i- b) + \j — i sin (a + b), 

sont trois expressions symboliques qui ne peuvent s’interpreter d’aprfe 
les conventions generalement etablies, et ne represententrien de r6el 
On les a nommees pour cette raison expressions imaginaires. L’equa 
tion ( 2 ) elle-meme, prise a la lettre, sc trouve inexacte et n’a pas di 
sens. Pour en tirer des resultats exacts, il faut, en premier lieu, deve 
lopper son second membre par la multiplication algebrique, ce qu 
reduit cette equation a 

cos(a-t- 6)-+-^/—isin(a + 6) 

= cos a cos b — sin a sin b + \J— 1 (sin a cos b -+- sin b cos a). 

11 faut, en second lieu, dans 1’equation (3), egaler la partie reelle di 




PREMIERE PARTIE. - CHAP1TRE VII. 155 

premier membre a la partie reelle du second, puis le coefficient de 
\j— i dans le premier membre au coefficient de dans le second. 
On est ainsi ramene aux equations (r) que Ton doit considerer comme 
implicitement renfermees l’une etl’autre dans la formule ( 2 ). 

En general, on appelle expression imaginaire toute expression sym- 
bolique de la forme 

a -t- Sy/— 1 , 

a, S designant deux quantites reelles; et 1’on dit que deux expres¬ 
sions imaginaires 

a -t~ 6 \J — x, y -I- 8 \J — 1 

sont egales entre elles, lorsqu’il y a egalite de part et d’autre : i° entre 
les parties reelles a et 6; 2 0 entre les coefficients de — i, savoir 6 
et 0 . L’egalite de deux expressions imaginaires s’indique, comme celle 
de deux quantites reelles, par le signe =, et il en resulte ce qu’on 
appelle une equation imaginairq. Cela pose, toute equation imaginaire 
n’est que la representation symbolique de deux equations entre quan¬ 
tites reelles. Par exemple, l’equation symbolique 

a.- 1- 6\/ — i = y-+i^— 1 

equivaut seule aux deux equations reelles 

xz=y, 6 = 3. 

Lorsque, dans l’expression imaginaire 


le coefficient 6 de \J— 1 s’evanouit, le terme 6 q —1 est cense reduit a 
zero, et l’expression elle-meme a la quantite reelle a. En vertu de 
cette convention, les expressions imaginaires comprennent, comme 
cas particuliers, les quantites reelles. 

Les expressions imaginaires peuvent etre soumises, aussi bien que 
les quantites reelles, aux diverses operations de l’Algebre. Si Ton 
effeetue en particulier l’addition, la soustraction ou ia multiplication 
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de deux ou de plusieurs expressions imaginaires, en operant d’api 
les regies etablies pour les quantites reelles, on obtiendra pc 
resultat une nouvelle expression imaginaire qui sera ce qu’on appe 
la somme, la difference ou le produit des expressions donnees; etl’ 
se servira des notations ordinaires pour indiquer cette somme, ce 
difference ou ce produit. Par exemple, si 1’on donne seulement de 
expressions imaginaires 


on trouvera 


a.-’r&'J —i, —i, 


(4) (a 4- 6 ff—i) 4- (y -+- 5 \J— t) = a h- y ~t- (S h- 5)\/—i, 

(5) (a 4- J ) — (y -i- S'/— 0 = a-y + (6 — 3) \/—i, 

(6) , (a + 6 v/— r ) X (y 4- S\/ — i) = ay — §8 -+- (ad 4 - §y) \/ — i . 

II est bon de remarquer que le produit de deux ou plusieurs expri 
sions imaginaires, comme celui de deux ou plusieurs binomes ree 
restera le meme, dans quelque ordre qu’on multiplie ses differei 
facteurs. 

Diviser une premiere expression imaginaire par une seconde, c’i 
trouver une troisifeme expression imaginaire qui, multipliee par 
seconde, reproduise la premiere. Le resultat de cette operation est 
quotient des deux expressions donnees. On se sert pour I’indiquer 
signe ordinaire de la division. Ainsi, par exemple, 

a 4~ o \J — l 
y 4” d \J — I 

represente le quotient des deux expressions imaginaires 

a 4- 6y/—i , 74 -^^ —*• 

Elever une expression imaginaire a la puissance du degre m (m c 
signant un nombre entier), c’est former le produit de m factei 
egaux a cette expression. On indique la puissance m' eme de a -+- 6 \f- 
par la notation 

(« + (3v / = r 0 w - 


PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE VII. 157 

Extraire la racine rc ieme de l’expression imaginaire a + 6\/— x, ou, 
en d autres termes, elever cette expression a la puissance du degre 
- (n designant un nombre entier quelconque), c’est former une nou- 
velle expression imaginaire dont la puissance ra‘® me reproduise 
a 4 - S \J i. Co probleme admettant plusieurs solutions ( voir le § IV), 
il en resulte que l’expression imaginaire a —s— 6y/—i a plusieurs 
racmes du degre n. Lorsque nous voudrons designer indistinctement 
1’une quelconque d’entre elles, nous emploierons la notation 

V^oc-H 6^—1 

ou la suivante 

(( 0£ + 6 v /=7))'\ 

Dans le cas particulier ou § s’evanouit, a + 6^"—! se reduit a une 
quantite reelle a, et parmi les valeurs de l’expression 

m *={{*))* 

il peut s’en trouver une ou deux de reelles, comme on le verra ci- 
aprfes. 

Outre les puissances entires et les racines correspondantes des 
expressions imaginaires, on a souvent a considerer ce qu’on appelle 
leurs puissances fractionnaires ou negatives. On doit faire a ce sujet 
les remarques suivantes. * 

Pour elever l’expression imaginaire x + 6\f—i a la puissance frac- 
tionnaire du degre il faut, en supposant lafraction ^ reduite a sa 
plus simple expression : i° extraire la racine /i i6me de I’expression 
donnee; 2 ° elever cette racine a la puissance entire du degre m. Le 
probleme pouvant etre r^solu de plusieurs manieres (voir ci-apres le 
§ IV), nous designerons indistinctement 1’une quelconque des puis¬ 
sances du degre ^ par la notation 

m * 

••((a +.6 \J— i)) • 
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Dans le cas particular oil S se reduil a zero, une ou deux de ces puis¬ 
sances peuvent devenir reelles. 

Elever l’expression imaginaire a.-{-6^— i a la puissance negative 
du degre — m, ou — ou — e’est diviser l’unite par la puissance 

du degre m, ou ou ^ de la meme expression. Le problerae admet- 
tantune solution seulement, dans le premier cas, et plusieurs solu¬ 
tions dans chacun des deux autres, on indique la puissance du degr^ 

— m par la notation simple 

(a + Sy/— i) m , 
tandis que les deux notations 

m 

((« -4- 6 s/— i)) 

represented, la premiere, une quelconquc des puissances du degr^ 

— et la seconde une quelconque des puissances du degre — ~ 

On dit que deux expressions imaginaires sont conjuguees l’unc 1 

l’autre, lorsque ces deux expressions ne different entre dies que pai 
le signe du coefficientde j —i. La somme de deux semblablcs expres¬ 
sions est loujours reelle, ainsi que leur produit. En effet les deu> 
expressions imaginaires conjuguees 

• a-4-6^— J > a — — 1 

donnent pour somme 2 a et pour produit a 2 -+- 6 2 . La derniere partii 
de cette observation conduit a un theoreme relatif aux nombres, e 
dont voici l’enonce : 

Theoreme I. — Si I’on multiplie I’un par Vautre deux nombres entier . 
dont chacun soil la somme de deux carres, le produit sera encore un < 
somme de deux carres. 

Demonstration. — Soient 


a 5 H- 6 5 , a' 1 -t- 
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les deux nombres entiers dont il s’agit, a 2 , S 2 , a' 2 , S ' 2 designant des 
carres parfaits. On aura evidemment les deux equations 

( « + 6 ) ( o' + 6' \/=7 ) — aa '_sg' + ( 0£ s' 4 _ a /g) ^/Z77 j 

(a — Sy/nr) (a'—6'vCT7) = aa /_gg/_ (ag'-f-a'gJyCTT/ 

et, en multipliant celles-ci membre a membre, on obtiendra la sui- 
vantc 

(7) (oc 2 + 6 2 ) (a' 2 + 6' 2 ) = ( oc<x’ — 66') 2 + ( a &-+ a' 6 ) 2 . 

Si Pon echange entre elles dans cette derniere les lettres a' et S', on 
trouvera 

(8) (a* + 6*) (a' 2 + S' 2 ) = ( a 6' - a' 6 )* + (aa' -+- 66' )*. 

Ilya doncen general deux manieres de decomposer en deux carres 
Ie produit de deux nombres entiers dontchacun est la somme de deux 
carres. Ainsi, par exemple, on tire des equations (7) et (8) 

(2 2 +l)(3 ! +2 J ) = 4 2 -t-7 2 =:I J H-'8 ! . 

On voit par ces considerations que 1 ’emploi des expressions imagi- 
naires peut etre d’une grande utilite, non seulement dans I’Algebre 
ordinaire, mais encore dans laTbeorie des nombres. 

Quelquefois on represente une expression imaginaire par une seule 
lettre. C’est un artifice qui augmente les ressources de 1 ’Analyse, et 
dont nous ferons usage dans ce qui va suivre. 

§ II. — Sur les modules des expressions imaginaires 
et sur les expressions reduites. 

Une propriety remarquable de toute expression imaginaire 

a -t- 6\/ — x, 

c’est de pouvoir se mettre sous la forme 

p(cos0 + y^IsinS), 
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p designant une quantite positive et 0 un arc reel. En effet, si I’oi 
pose l’equation symbolique 

(i) a + —i = p(cos0-4- \J —i sin#) 


ou, ce qui revient au meme, les deux equations reelles 

oc = p cos 0, 

6 = p sin 0, 

on en tirera 

a- -+- § 2 = p 2 (cos 2 0 -f- sin 2 0) — p 2 , 

(3) p~^/a 2 -t-§ 2 ; 

et, apres avoir ainsi determine la valeur du nombre p, il ne restera 
pour verifier completement les equations (2), qu’a trouver un arc 1 
dortt le cosinus et Ie sinus soient respectivement 



( 4 ) 


COS0 = 


sin 0 = 


a 

6 

s/o^+S*' 


Ce dernier probleme est toujoUrs soluble, attendu que chacune de 

quantites , , .= a une valeur numerique inferieure a l’u 

u y / a *+ 6 * v /« 2 -+-® 2 

nite, et que la somme de leurs carres est egale a 1. De plus, il adme 
une infinite de solutions differentes, puisque, apres avoir calcule un 
valeur convenable de l’arc 0, on pourra, sans changer ni le sinus ni 1 
cosinus, augmenter ou diminuer cet arc d’un nombre quelconque d 
circonferences. 

Lorsque 1’expression imaginaire a -+- 6 \J — c se trouve ramenee a 1 
forme 


p (cos 0 - 1 - \J — i sin0). 


la quantite positive p est ce qu’on appelle le module de cette expres 
sion imaginaire; etcequi reste apres la suppression du module, c’es 
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a-dirc le facieur 

cos B 4 - V''— i sin 6 , 

est ce quo nous noramerons Vexpression reduite. Comme des quantities 
a et 6 supposees connues on ne deduitpour le module p qu’une valeur 
unique determinee par l’equation ( 3 ), il en resulte que le module 
reste le ineme pour deux expressions imaginaires egales. On peut 
done enoncer 1c theoreme suivant: 

Tiikoreme I. — IJegalite de deux expressions imaginaires entraine tou- 
jours I’egalite des modules et, par consequent , celle des expressions ra¬ 
diates. 

Si Ton compare outre elles deux expressions imaginaires eonju- 
guees, on trouvera encore que lours modules sont egaux. Le earre du 
module commun a ces deux expressions ne sera autre chose que lour 
produit. 

Lorsque dans l’cxpression imaginaire a -+- S\/~ i le second terme 6 
s’evanouit, cette expression se reduit a une quantity reelle a. Dans la 
memo, hypothese, on tire des equations ( 3 ) et ( 4 ) : i° quand a est 
positif, 

p =V«S 

cos 0 — i, sin(5 = o 

et, par suite, 

B z= ± a A’Tt, 


k designant un nombre entier quelconque; 2° quand a est negatif, 

P = \/a-, 


et, par suite. 


cos0 = -— i, sin#=o 
6 — it (2 A 4- 1) n. 


Ainsi le module d’une quantite reelle a n’est autre chose que sa valour 
numerique \jar, et l’expression reduite qui correspond a une sem- 
blable quantite est toujours 4 -1 ou — i, savoir 

4 - i cos(± 2 Air) 4- v ; — i sin (it 2 hr.), 

21 


* 


OEuvrcs de C. — S. II, t. III. 
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lorsqu’il s’agit d’une quantite positive, et 

— i — cos(.± 2 A' -+- x 7r) -i- V''- i sin (dr •.>./■ -t- 1 7t), 

lorsqu’il s’agit d’une quantite negative. 

Toute expression imaginaire qui a zero pour module se reduit elle 
memo a zero, puisque ses deux tertnes s’evanouissent. Reciproque 
ment, comme le cosinus ct Ie sinus d’un arc nc deviennent jamai; 
nuls en memo, temps, il en resulte qu’une expression imaginaire m 
pent se reduirc a zero qu’autant quo. son module s’evanouit. 

Toute expression imaginaire qui a l’unite pour module est neces 
sairemont une expression reduite. Ainsi, par exemple, 

cos a -+- \l — i sin a, cos a — y — i sin a, 

— cos a — y— i sin a, — cos a -+- \ — i sinn 

sont quatre expressions reduites conjuguees deux a deux. Effective 
ment, pour tirer ces quatre expressions de la formule 

cos Q -t- y'— i sill0, 

il suffira de poser succcssivement 

0 =±: 2 A'7T H- a, 0~ ± 2 A'tt — a, 

0 = ± (2 A - -f- i) tt +• «, 0 rfc (2 A" H- i) Tt — a , 

k designant un nombre entier quelconquc. 

Les calculs relatifs aux expressions imaginaircs pouvant etre sim 
plifies par la consideration des expressions reduites, il import.e di 
faire connaitrc les principales proprietes de ces dernieres. Ces pro 
prietes sont comprises dans les theoremes quo je vais enoncer. 

TiieorSme II. — Pour multiplier Vune par Vautre deux expression 
reduites 

cosS 1 /— i sin0, cos 6' -t- \J —• i sin0\ 
il sujjdt d’ajouter les arcs 0 et 0' qui leur correspondent. 


« 
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Demonstration. — On a, cn effet, 

j (cos # -i- — i sin #) (cos #' 4- y/— x sin #') 

| = cos(# 4- #') 4 - r sin(# 4- #'). 

Corollaire. — Si dans la formule precedente on fait 0 = — 0 , on 
trouvera, commc on devait s’y attendre, 

( 6 ) ( cos# -+- v ; — 1 sin#) (cos# — y/— 1 sin#) = 1. 

Tiikokemk III. — Pour multiplier les lines par les autres plusieurs 
expressions reduites 

cos# -+- y/— 1 sin#, cos #'4- y/— 1 sin#', cos#"-*- y'— 1 sin#", .. 

il sujfit d’ajouter les arcs 0 , O', 0 ", ... qui leur correspondent. 

Demonstration . — En effet, on aura successivement 

(cos# 4- sj— 1 sin#) (cos # 7 4 - y/~ 1 sin#') 

“ cos(# 4- #') 4- \/— 1 sin (# 4- #'), 

(cos# 4— y/— 1 sin#) (cos#' 4- y/— 1 sin#') (cos#"4- v / — 1 sin#") 
nr [cOS(# 4 ~ #' 4 - y/— 1 Sin(# 4 “ #')] (cOS #" 4 ~ y/— 1 SU 1 #") 
rrr COS(# 4- # 7 4~ #") 4- \J — i sin(# 4- #' 4- #"), 


et, en continuant de memo, on trouvera generalement, quel que soit 
le nombre des arcs 0 , O', 0 ", ..., 

(cos# 4- V 7 - i sin#) (cos#'4- y/ — i sin#') (cos#"4~ \' 7 ~ i sin#")... 

= COS(# 4“ #' + #"4“. . .) 4- V 7 — I sin(# 4- #'4- #"4“. . .). 

Corollaire . — Si Ton developpc par la multiplication immediate le 
premier membre de l’equation (7), le developpemcnt se composera de 
deux parties Tune toute reelle, l’autre avant pour facteur \j — 1. Cola 
pose, la partie reelle fournira la valeur de 


COS (# 4~ #' 4~ #"4~ • • •), 
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et le coefficient de i dans la seconde partie la valeur de 

sin (6^ 4 - # 7 4- # 77 4-...). 

Supposons, par exemple, que 1’on considere sculement trois arcs < 
O', 6 ". L’equation ( 7 ) deviendra 

(cos(9 4 - y — i sin#) (cos 9 1 4 - \/— 1 sin 6') (cos# 77 4 - 1 sin# 77 ) 

= cos (9 h- O' -h 9") -f- y ; — j sin( 9 -+- 9' 4 - # 77 ), 

et, apres avoir developpe le premier membre de cette derniere par 
multiplication algebrique, on en conclura 

cos (9 + #'-b # 77 ) ~ cos 9 cos 9 r cos# 77 — cos 9 sin# 7 sin 9” 

— sin 9 cos# 7 sin # 77 — sin # sin# 7 cos# 77 , 

sin (9 4 - # 7 h- # 7/ ) =: sin # cos # 7 cos# 77 4 - cos# sin#' cos# 77 
4 - cos# cos# 7 sin # 77 -f- sin # sin# 7 sin 9". 


Tiieoreme IY. — Pour diviser Vexpression 1 eduite 


par la suivante 


cos# -+- y— 1 sin # 
cos# 7 H- sj — i sin# 7 , 


il sujjil de retrancher Varc O', qui correspond a la seconde , de Varc 0 co 
respondant d la premiere. 

Demonstration . — Soit x le quotient cherche, en sorte qu’on ait 

cos# -4- \/— i sin# 

X nz-- - -—— . 

cos 6' -+- \J — 1 sin 6' 

Ce quotient devra etre une nouvelle expression imaginaire (ellemei 
choisie, que, en la multipliant par cost)'4- \J — i sin O', on reproduii 
cos 9 4 - \j sin 0 . En d’autres termes, x devra satisfaire a l’equatic 

(cos0'h- v / — i sin 9 ')a; = cos04 -— 1 sin 0 . 

Pour tirer de cette equation la valeur de x, il sufEra de multiplier L 
deux membres par 

cos 6'— \J — i sin(?'. 
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On reduira de cette maniere le coefficient de x a l’unite {voir Ie theo- 
reme II, corollaire I), et 1 ’on trouvcra 

x — (cos0 -t- v' — i sin0) (cos S' — \J— i sin6') 

— (cos0 -h ^— i sin 0) [cos(— 0') ■+- \j— i sin(— 0')] 

— cos(0 — 0') + v^— i sin(0 — 0'). 

On aura done en definitive 


( 8 ) 


cos0 -i- — i sin0 
cos0' -b y/— i sin0' 


= cos(0 — 0') -t- V— 1 sin(0— 6'). 


Corollaire. — Si dans l’equation (8) on fait 6 = o, elle donnera 


( 9 ) 


--- = cos S' — \J— i sin0'. 

cos 6' -i- y — i sin0' 


Theorkmf. V. — Pour clever 1’expression imaginaire. 


cos 0 -r - y — 1 sin 9 

a la puissance du degre m (m designant unnombre entier quelconque), 
ilsuffit de multiplier dans cette expression Varc 0 par le nombre m. 

Demonstration. — En effel, les arcs 0 , 0 ', 0 ", ... pouvant etre quel- 
conques dans la formule (7), si on les suppose tous egaux a l’arc 0 et 
en nombre m, on trouvera 

(JO) (cos 0 -I- y— -7 sin©)" 1 ^: cos m6 + \/— 1 sinw 0 . 

Corollaire. — Si dans l’equation (10) on fait successivement 0 = 5, 
0 = — s, on obtiendra les deux suivantes : 

j (coss 4- v /=r i Sins)'"— cosms -+- \f^i sin/ns, 

( (coss—Vasins)'" = cosjns — v / ~sinm^. 

Le premier membre do chacune de ces dernieres, etant toujours un 
produit de m facteurs egaux, pourra etre developpe par la multiplica¬ 
tion immediate de ces facteurs ou, ce qui revient au meme, par la 


1C6 
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formule de Newton. Si, apres avoir effectue le developpement dont i 
s’agit, on egale dc part et d’autre dans chaque equation : i° les parties 
reelles; 2 " les coefficients de \/— 1 , on cn conclura 


cos m z - 


mini — r) . , 

: COS w J 3 ---- C 0 S'““ 2 £ Sin 2 5 


(f2) 


m(m — i ) (m — 2) (m — 3 ) 

1. 2 . 3.4 


cos m "'‘ z sin'*:; - 


m 

sin ms = — cos" 


; sin ^ 


m (m — 1) (m — 2) 

1 . 2.3 


cos 


w-3 - s j n 3 z 


On trouvera, par excmple, cn supposant m = 2 , 

cos 2 z = C 0 S 2 x; — sin 2 ^, 
sin 2^ 2 sin z cos:;; 

en supposant m = 3, 

cos 3 ^ = cos 3 :; — 3 coss sin 2 :;, 
sin 3 s 3 cos 2 z sin z — sin 3 :;, 


Tiieoreme VI. — Pour elever Vexpression imaginaire 


I _i_ t > — 1 <iinf 


a la puissance du degre —m (m designant un nombre erilier quel 
conque ), il suffit de multiplier dans cette expression Parc 0 par l 
degre — m. 

Demonstration . — En efFet, d’apres la definition quo nous avon; 
donnee des puissances negatives (voir le § I), on aura 

(cos0 -4- \J — 1 sin0)”" z ~ --- - 1 — -- i — =z - 

(cos0 y — i sin0 y l cosmO •+ y- - 1 sin m6 

Par suite, en ayant egard a la formule ( 9 ), on trouvera 

(cos0 -+- \f— 1 s\nO)~ m ~ cos mO - - \ f — 1 sin mO 


(* 3 ) 
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ou, ce qui revient au meme, 

(14) (cos 9 -l- y'— i sin0)~"‘— cos(— m 9) -+- y/— i sin(— m 6). 

Apres avoir etabli, comme nous venons de le faire, les principalcs 
propriety dcs expressions reduites, il devient facile de multiplier ou 
de diviser l’une par 1’autre deux ou plusieurs expressions imagi- 
naires, quels quc soient leurs modules, aussi bien qued’elever une 
expression imaginaire quelconque a la puissance du degre mou — m 
(m designant un nombre entier). On peut, en effet, executer simple- 
mcnt ces diverses operations a l’aide des theoremes suivants : 

Tiikouf.wk VII. — Pour obtenir le produit de deux ou de plusieurs 
expressions imaginaires, il suffit de multiplier le produit des expressions 
reduites qui leur correspondent par le produit des modules. 

Demonstration. — Le theoreme enonce se deduit immediatement 
de ce principe, que le produit de plusieurs facteurs reels ou imagi¬ 
naires reste le memo dans quelquc ordrc qu’on les multiplie. Soient 
effcctivement 

p(eosO + y— i sinS), p'(cos0'-l- s/ —isinS'), p"(cos5"H- -1 sin5"), 

plusieurs expressions imaginaires, dont p, p', p", ... designent les 
modules. Lorsqu’on voudra multiplier entre elles ces expressions 
dont chacunc cst le produit d’un module par une expression reduite, 
on pourra, en vertu du principe qu’on vient de rappeler, former, 
d’une part, le produit do tous les modules, de l’autre, celui de toutes 
les expressions reduites, puis multiplier ces deux derniers produits 
l’un par l’autre. On trouvera de cette maniere pour resultat definitif 

(15) pp f p ,r ... [cos (9 -+- 9 ! -+*- Q' r -1 -...) \/— i sin (0 -f- 9 ! -h 9 fr ~\~...)]. 

Corollaire I. — Le produit de plusieurs expressions imaginaires est 
une nouvclle expression imaginaire qui a pour module le produit des 
modules do toutes les autres. 

Corollaire II. — Comme une expression imaginaire ne s’evanouit 
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jamais qu’avec son module, et que, pour faire evanouir le produit dt 
plusieurs modules, il faut necessairement supposer Fun d’eux reduii 
a zero, il est clair qu’on pout tirer du theoreme Yll la conclusion sui 
vante : 

Le produit de deux ou de plusieurs expressions irnaginaires tie pen 
s’evanouir quautant que V une d’elles se reduii a zero. 

ImiouKMK VIII. — Pour obtenir le quotient de deux expressions imagr 
naires, il suffit de multiplier le quotient des expressions reduites qui leu) 
correspondent par le quotient des modules. 

Demonstration. - Supposons qu’il s’agisse de divisor I’o'xpressior 
imaginaire 

p(cosS-+- — i sinO), 
dont le module est p, par la suivante 

p'(cos0'~t- V i sinS'), 

dont le module est p'. Si I’on designe par x le quotient demamle 
x dcvra etre une nouvelle expression imaginaire pro pro a veritie 
l’equation 

p'(cosS'-i- \/— i sinS').r = p(cosS h- — i sinS). 

Pour tirer de cette equation la valeur de x, on multipliera les deu: 
membres par le produit des deux facteurs 

—,, cos O' — J— i sin O' 

P 

etl’on trouverade cette maniere, en ecrivant £ au lieu de p- ? , 

P P 

£[cos(S — O') 4- —I sin (9 — 0')|. 

P 


On aura done en derniere analyse 

(,6) - V C °t + ^ Sln !( = 4 [cos(9 - n h- V -T s i„(0 _ <n\; 

p^cos^+v/—i sin O') p /L v v n ' 
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et, puisquc, en vertu du theoreme IV, 

cos(# - #') 4- sin(# — S’) 

cst precisement le quotient des deux expressions reduites 

cos0 4- sf~ i sin#, cos #' 4 - \J— i sin#', 

il est clair que, apres avoir etabli la formule (16), nous devons consi- 
derer le theoreme VIII comme demontre. 

Coro Haire. Si dans 1 equation (16) on fait 0 = 0, elle donnera 


p'(cos#'4- \J— i sin#') p 


(cOS O' 


Theoreme IX. — Pour oblenir la m ieme puissance d’une expression ima- 
ginaire (m designant un nornbre entier quelconque ), il suffit de multi¬ 
plier la m lhne puissance de Vexpression reduite correspondante par la 
m le,ne puissance du module. 


Demonstration . — En effet, si dans le theoreme VII on suppose les 
expressions imaginaires. 


p (cos# h- sj— i sin# ), 
p'(cos#'4- \J — i sin#'), 
p"(cos#" 4 - \J — i sin#"), 


toutes egales entre elles et en nombre m 9 leur produit sera equivalent 
a la puissance m ikme de la premiere, c’est-a-dire a 

[p(cos# 4- — i sin#)]'"; 

et, comme dans cette hypothese Pexpression (i 5 ) deviendra 

p m (cos# 4 -\J—i sinm#), 

on aura definitivement 

(i8) [p(cos# 4 - v/-“i sin #)]"* = p ,w (cos/n#4- \J— r si nm #). 

OEuvres de C. — S. II, t. 111. 


22 
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L’expression reduite 

cos mO H- s/ — i srnmO 
etant egale (en vertu du theoreme Y) a 

(cos 0 + \J — i sin 0) rn , 

il en resulte que, apres avoir etabli laformule (18), on doit considerer 
le theoreme IX comme demontre. 

Theoreme X. — Pour elever une expression imaginaire d la puissance 
du degre — m (m designant un nombre entier), il sufflt de former les 
puissances se mb lab les du module et de V expression reduite, puis de mul¬ 
tiplier ces deux dernieres Vune par l’autre. 

Demonstration. — Supposons qu’il s’agissc d’clevor a la puissance 
du degre — m l’expression imaginaire 

p (cos 0 -t~ sj— i sin 0), 

dont le module est p. On aura, en vertu de la definition des puissances 
negatives, 

[p(cos« H- v^T sin 9)]-'" — —-. . 

I p(cos0 h-\/— i sin 0)1'" 

_ r 

p" l (cosm0-h \j — i sin rnO) 

Par suite, en ayant egard a la formule (17), on trouvera 

[p(cos0 + \J~ sin0)]-"'= ~ (cosmO - sj~, s in mO) 
ou, ce qui revient au meme, 

( ! 9) [p(cos9 + y /—1 sinO)] - '"^; p-“(cosm0 — \f—i sinmO). 

Cette derniere formule reunie a l’equation (i3) fournit la demonstra¬ 
tion complete du theoreme X. 
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§ III. — Sur les racines reelles ou imaginaires des deuce quantites -+■1 , 
— i, et sur leurs puissances fractionnaires. 

Supposons que Ton designe par m et n deux nombres entiers pre¬ 
miers entre eux. Si Ton fait usage des notations adoptees dans le § 1 , 
les racines n i(:mes de l’unite, ou, ce qui revient au meme, ses puis¬ 
sances du degre ^ seront les diverses valeurs de l’expression 

^7=((i))“; 

et, de meme, les puissances fractionnaires de l’unite, positives ou ne¬ 
gatives, du degre ^ ou — seront les diverses valeurs de 

rn m 

((!))" OU ((!))"«. 

On en conclura que, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
suffit de resoudre, 1’un apres l’autre, les trois problemes suivants. 

PaoBLfiME I. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
l’ expression 

((or- 

Solution. — Soil x l’une de ces valeurs; et, afin de la presenter sous 
la forme generate qui comprend a la fois toutes les quantites reelles et 
toutes les expressions imaginaires, supposons 

x — /'(cost H- v/— i sinf), 

rdesignant une quantite positive, ett un arc reel. On aura, d’apres la 

1 

definition meme de l’expression ((i))", 

(i) X"-—\ 

ou, ce qui revient au meme, 

r n ( cos/it -f- \j — i sinnt) =i. 
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On tirera de cette derniere equation (a l’aide du theoremc I, § II) 


et, par suite, 


r n =i, 

cos nt \J — i sin nt = i, 

/~r, 

cos/it “ 15 smnt = o f nt — 

^_ h 2 / TT 


■ dz 2 /T7T, 


£ representant un nombre entier quclconque. Les quantites r et t e 
ainsi detcrminees, les diverses valeurs proprcs a verifier l’equation 
seront evidemment comprises dans la formule 

2k% , - . 2 k 7Z 

( 2 ) x = cos-dz v —- 1 sm- 

K ] n v n 

i 

En d’autres termes, les diverses valeurs de ((i))" seront donnees 
l’equation 

- 2 kit i - . 2 krc 

(3) ((1))"= cos— ±sj— i sin —• 


Soit maintenant h le nombre entier le plus rapproche du rappor 

La difference entre les deux nombres h, y sera tout an plus egale 
en sorte qu’on aura 

-~ h ±~, 
ft n 


k' 


designant une fraction egale ou inferieure a l -> et r par suite, A 


nombre entier inferieur ou tout au plus egal a - • On en conclura 


2&7T 7 , 2 k r Tl 

- = 2/t7T =C -5 

n ft 


2 kit , /— . 2 krc 2 k 7i 

cos-dz \J— i sm-= cos- 

n n n 


V : 


t sm 


2 k' 7T 


Par consequent, toutes les valeurs de ((i))" seront comprises dai 
formule 

2k’TC , - t 2k* TZ 

cos -± u— i sm- 7 

n n 
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si 1’on y suppose k! renferme entre les limites o, ou, ce qui revient 

au incme, dans la formule ( 3 ), si l’on y suppose k renferme entre les 
memos limites. 

Corollaire /. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que le 

t 

nombre entier k peut recevoir, sans sortir des limites o, ”, sont res- 
pcctivcmcnt 

n — 2 n 


Pour chacune de ces valeurs dc k, la formule ( 3 ) fournit en general 

1_ 

deux valeurs imaginaires conjuguees de l’expression ((i))”, c’est- 
a-dire deux racines imaginaires de l’unite conjuguees et du degre n. 
Sculement, on trouve, pour k = o, une racine reelle + i, et, pour 
k='^ une autre racine reelle — i. En resume, lorsque n est pair, 
l’expression 

(('))' 

admet deux valeurs reelles, savoir 


-f- I, — I j 

avec n — 2 valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


cos- 


3 71 


- . 2 t: 

y — i sin —5 
/*, v n 

f\ 71 } - . 4 11 

//v , cos-i— H-y/— r Sill — > 
( 4 ) J a n 


(/i—3)7T /- . (/i —2)ir 

cos--:-hy-i sin-> 


cos • 


2 71 


— \J— i sin 


2 7T 
n 


4 71 / - . 4 7 T 

C0S --y— J sin ? 


cos* 


(n — 2)ic 


. (n — 2)tt 
— i sin-- 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par exemple, n = 2. On trouvera qu’il existe deux va¬ 
leurs de l’expression 
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ou, ce qui revient au meme, deux valeurs de x propres a verifier l’e- 
quation 

CC~ — I, 

et que ces valeurs, toutes deux reelles, sont respectivement 

+ i, —i. 

Supposons encore n = 4. On trouvera qu’il existe quatre valeurs de 
l’expression 

• ' «i)A 

ou, ce qui revient au meme, quatre valeurs do x propres a verifier 
l’equation 

= I. 

Parmi ces quatre valeurs, deux sont reelles, savoir 

-Hi, — I. 

Les deux autres sont imaginaires et respectivement egales, la pre¬ 
miere a 

cos —H v— 1 sm — = -H I, 

2 2 V 

la seconde a 

ft -- . 7T / 

cos- v — i sin — = — v — 1. 

2 v 2 v 

Corollaire II. — Lorsque n est impair, les diverses valeurs que le 
nombrc entier ^peut recevdir, sans sortir des limites o, ^, sont res¬ 
pectivement 

n — 1 

o, J, 2, -. - 

Pour chacune de ces valeurs de k, la formule ( 3 ) fournit en general 

1 

deux valeurs imaginaires conjuguees de l’expression ((-i))'\ c’est- 
a-dire deux racines imaginaires conjuguees et du degre n. Seulement, 
on trouve, pour k = 0, une racine unique et reelle, savoir 4-1. En 
resume, lorsque n est impair, l’expression 

(( 0 )* 
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admet, avec la seule valeur reelle 

“b I, 

n — i valours imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


! '2 71 /- . 2 n 

cos — ~h v— i sin — ? 

n v n 

4 ft t — , 4- it 

n v /z 


2 11 /- . a 71 

cos-i/ — i sin —? 

/Z /z 

4 tj; I . 4- 71 

cos-V — 1 sin — 7 

n n 


f K , / - • (/? —l)7T (ft — I) 7T , . (ft — I) 7T 

cos-H v - i sm -- , cos t--- J— i sin --— • 

\ ft ft ft y ft 

Le nomhrc total do ces valours reelles ou imaginaires est egal a n. 

Supposons, par cxcmple, n = 3 . On trouvera qu’il existe trois va¬ 
lours do l’oxprossion 


ou, co qui rovient au memo, trois valeurs de x propres a verifier l’e- 
quation 

et quo cos valours, dont une est reelle, sont respectivement 


2 71 /—— . 2 7T 2 7T ,- . 2 71 

cos -y- -4- sj — i sin -y) COS — ~ V— ISin y 

De plus, le cote de l’hexagone etant, comme on sait, egal au rayon, et 

2 71 

lo supplement do l’arc sous-tendu par ce cote ayant pour mesure -y > 
on obtiendra facilement les equations 

i 

2 71 I . 2 7T 3 2 

C0S T V s,n T =+ T’ 

I 

on vortu dcsquelles les valeurs imaginaires de 1 expression ((i)) se 
reduisent a 

1 3 2 ,— i 3 2 ,—- 

—- + -V/-J, i. 

2 2 2 2 
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Corollaire 111 . — n designant un nombre entier quelconque, le 
nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de l’expression 

((i))'\ ou, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs de x pro- 
pres a verifier l’equation oc n = i restera toujours egal a n. 

Probl^me II. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
lexpression 

m 

((OF- 


Solution. — Les nombres m et n etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d’apres la definition meme de l’expression ((r)) n , 



puis, en remettant pour ((i))" sa valeur generate tiree de l’equa¬ 
tion ( 3 ), on trouvera 


et, par suite, 

(6) 



— i sin 


2 f\'TC ,n 
a 


m j 

.. - T)l, 2 n'TC 

((]))"= cos- —\- 


i sin ■ 


in.i hr. 


Pour deduire de cette derniere formule toutes les valeurs de ((i))“> 
il nc reste qu’a donner successivement a k toutes les valeurs enti&res 
comprises entre o et Soient k’, k" deux de ces valeurs supposecs 
inegales. Je dis que les cosinus 


m .2 k r tc 

cos-? 

n 


m. 2 k u T* 

cos- 

n 


seront necessairement differents l’un de l’autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraient devenir egaux que dans le cas oil les arcs qui leur cor¬ 
respondent seraient lies entre eux par une equation de la forme 

m. 2 k 1 % , , , m . 2 k lr tv 

- = ±2/1% ±L -j 

n n 
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h doM^naut mi nouiluo ontior. Or on tiro do o.otto equation 

^ ini ' // ’ k n \ 

n 

II fa ml rail |tiiiHi|iir m rst jtmitmr it n % qtte j k' 1 k” fut divisible 
par w, vt' ijiMtii in* stunt it i»tIittHfr«\ attendti qm\ les nomhres k\ k 0 
rtsiiii inr^auv* ti rliartni iHVitx tie pottvant stirpussrr lour Homme 

utt li'iir iliilrmin* nt iiri i i*HS#ttmtii i !tf titlrrttntrt 1 it m Ainsi, deux va- 
ietir-H ililfrrrttfi*^ tit* k rsuiijirines nitre les limites o et \n fmirnissnsi 
ilriix \ale ii tlifferriiit^ tie 


Hit riitirliil aHriitrit! ill* retie mtutrqiif*. que l«*s valours reelb^s mi 

iuia^iitaire* do J , oxjiro'*‘»ion < < iti“ donnoos par roquatiou ((>) sont on 

I 

nunio imiiil»ro quo Jo^ valours roolles on imaginairos do ((i))" dolor- 
Hiinoo* par I’***|i»almu ( S». Do plus eoitimo on a ovidonunonl 

i tn . -i A “ m. -i l r, .*• , ... . , 

|*«it ^ \ i «m ^ 1 riH( m ,»h r. i v i Hiu (w.u Ait) i, 

m 

i! on lotull** quo tonto valour do it i i)’* oh! huo expression reelle on 

ima^iuaiio d**nt la piiix-nineo n oquivaut it I’liniit*, par consequent tuio 

1 

valour it** mtr. lie* observations eouduisent ii la tornado 

it! I 

i"? »’'!(• 

dan** laqnoHo !«* *ignr iudiquo settlement quo I'uno dos valours du 
prouder memf*rt* «*-*( toujours ejfule ii I’uno dos valours du sooond. 

1‘hoiii Mit US, Itumrr its itnrrxrx uticurx reviles ou imugitutim do 

i’r.twrnm,, 


SfdtiliuH, nil aura, d’apri** la definition dos puissancos negatives. 


vip i" %. ft, I III 



178 


COURS D’ANALYSE. 


puis, en remettant pour ((i))“ sa valour generate tiree de l’&qi 
tion (6), et avant egard a la formule (9) du paragraphe precedent, 

,, ss-'z m.zkn , - . m.zk'K 

( 8 ) 1 ) " = cos-—rp v— 1 sin- 

n v n 

II suit de cetto derniere equation quo les diverses valeurs de ((1)) 

m 

sont les memes que celles de ((i)) n , et par consequent egales a cell 
1 

de ((i))". On a done 

__ tn _1 

(9) ((')) " = (0))", 

le signe = devant etre interprete comrae dans 1’equation (7). 
Corollaire. — Si Ton fait m — i, la formule (9) donnera 

(10) ((!))”-= ((I)A 

Supposons maintenant que I’on chcrchc les racines et puissanc 
fractionnaires, non plus de l’unite, mais de la quantite —1. Les r 
cines « i< ‘ nDes de cette quantite, ou, ce qui reviont au meme, ses pui 
sances du degre seront les diverses valeurs de 1’expression 

et de meme, les puissances fractionnaires de — 1, positives ou n6g: 
tives, du degre ^ ou — seront les diverses valeurs de 

m m 

((—0)" OU ((— 

En consequence, pour determiner ces racines et ces puissances, 
suffira de resoudre l’un apres l’autre les trois nouveaux problemr 
que je vais enoncer. 

ProblSme IV. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imagincUres a 
1’ expression 

<(- oA 
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Solution . — Soit 

x = r(cost 4- \J~i sin^) 

Pune de ces valeurs, r designant une quantite positive, eU un arc reel. 

1 

On aura, d’apres la definition meme de Pexpression ((— i))\ 

(ii) i 

on, ce qui revient au meme, 

r"(cosn£ 4- \J— i sin^ii) — — i. 

On tirora de cctte derniere equation (a Paide du theoreme I, § II), 

7' n zz: I ? 

cos nt - 3 r \J — i sin Tit — — I, 

et, par suite, 

r = r, 

cos nt 'zzz — i, sin nl^=o, nt = ±: (2 A" 4-1)71, 

, ( 2 A* 4“ I) TT 

t:“ X -? 

n 


k represontant un nombre entier quelconque. Les quantiles r et t etant 
ainsi detcrminees, les diverses valeurs de x propres a verifier l’equa- 
lion (11) se trouveront evidemment comprises dans la formule 


(12) 


,r zz COS 


( 2 k 4- l)71 


r sin 


(2 k 4- i)tc 


En d’autres termes, les diverses valeurs de ((— i)) n seront donnees 
par l’equation 


(.3) 




Soit maintenant A le nombre entier le plus rapproche du rapport 

2 1 ±L. La difference entre les deux nombres A, sera evidem- 

2 n 

ment une fraction de numerateur impair, inferieure ou tout au plus 
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egale a en sorte qu’on aura 


2 k H- i 

2 U 


h±^±l, 

2/1 * 




2 #4 -1 designant an nombre impair egal ou inferieur a n. On en con 
clura 


(2 k -4- J ) 7£ ( 2 A' ; -h I ) 7T 

— 2/171 ± --3 


(2 k-h i )tc - 
eos --— ±: y — 1 sin 


n n 

. (2 Ath- r) 7 T_ (2 k f 1) 7 T 


n 


' cos- 


n 


:\j —■ 1 sin 


. (2F+i)7T 


1 


Par consequent toutes les valeurs de ((— 1 ))" seront comprises dan 
la formule 


cos 


(2 F+ 1)71 


4 


1 sin 


( 2 k ' ~4~ r) 7T 


si l’on y suppose 2 ^'h- r renferme entre les limites o, n, ou, ce qu 
revient au meme, dans la formule (i3), si l’on y suppose %h -+-1 ren 
ferme entre les memes limites. 

Corollaire I. — Lorsque n est pair, les diverses valeurs que 2k - 4 - 
peut recevoir, sans sortir des limites o, n, sont respectivement 

r, 3 , 5 , ..., 11 — 1. 


Pour chacune de ces valeurs de 2k r, la formule (i3) fournit ton 

l 

jours deux valeurs imaginaires conjuguees de l’expression ((— 1 ))" 
Par suite, cette expression, dans le cas que nous considerons ici 
n’admet point de valeurs reelles, mais seulemcnt n valeurs imagi 
naires conjuguees deux a deux, savoir : 


/ n ,— . 7i 

cos — + 1 sin — j 

In n 

71 

cos- 

n 

4= 

— . 7T 

-1 sin -, 
n 

1 37T ,- . 3 7T 

cos- 1 - \J— 1 sin —, 

(i4) ( n n 

3tc 
cos — 
n 


- . 3 7T 
i sin — > 
n 

1 ... 

f (^ —0^ , /- . (n — 1 )7T 

cos--—i-y— isin--—, 

{ n v n 

(n 

COS- — 

— 1)71 

n 

— sin — 
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Supposons, par exemple, n= 2. On trouvera qu’il existe deux 

i 

valours de l’cxpression ((— i)) 2 , ou, ce qui revient au meme, deux 
valeurs de x propres a verifier l’equation 

X 1 — — I, 

et quo ces valeurs, toutes deux iraaginaires, sont respectivement 

7T / . 7T /- 

COS - -H y— I Stn — n + y — I, 

7t / . 71 j - 

cos-v— i sin - ™ — I/— 1. 

2 v 2 v 


Supposons encore n — 4 - On verra qu’il existe quatre valeurs de 

» A 

Tcxpression ((— i))\ ou, en d’autres termes, quatre valeurs de x pro¬ 
pres a verifier l’equation 

x k ~<— i; 


et que ces quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 


> A . /—r- . 7T 
COS 7 it y — I Sill 7, 

k 4 

3 tt , /- . 3 tt 

cos -7- rh v — I sin — 5 


ou, ce qui revient au meme, dans la seule formule 


Comme on a d’ailleurs 


, 7T , /- . 7T 

± cos 7 ±\/—i sin 7- 
4 \ 4 


7T . 7T I 

C 0 S 7 = sin 7 = — ? 

4 4 1/2 


on trouvera definitivcment 

((_I))‘ = ± 


2 2 2 2 


Corollaire II. — Lorsque « est impair, les diverses valeurs que 
24-1 pent recevoir sans sortir des limites o et n sont respective¬ 
ment 


1, 


3 , 5 , . • •, 


n — 2 , n. 
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Pour chacune de ces valeurs de ih ■+■ i, la formule (i 3 ) fournit en 

neral deux valeurs imaginaires conjuguees de 1 ’expression ((— i] 
c’est-a-dire deuxracines imaginaires de — i conjuguees et du degrt 
Seulement on trouve, pour 2i + i = n, une racine unique et reel 

savoir — 1. En resume, lorsque n est impair, l’expression ((— 1 
admet, avec la seule valeur reelle 

— <, 

n — 1 valeurs imaginaires conjuguees deux a deux, savoir 


it 

COS - -I- 

n 


, 7 T 

i sin - ? 
11 


3n , - . on 

, cos-h v— ism — * 

(i5) n n 


(n — 2)71 /- . (n — 2)71 

cos-—,—- hy-i sm-- 


7T 

- . 7T 

COS- 

— v— i sin- ? 

11 

n 

3% 

- . 3 TZ 

— v 7 ™ i sm — 

cos- 

11 

v n 


(n — 2 )tt , - . ( n— 2 

—-v/— 1 sm -- 

n n 


Le nombre total de ces valeurs reelles ou imaginaires est egal & n . 
Supposons, par exemple, n = 3 . On trouvera qu’il existe trois 

j. 

lours de l’expression ((— i)) s , ou, ce qui revient au meme, tr 
valeurs de x propres a verifier l’equation 

— — I, 

et que ces valeurs, dont une est reelle, sont respectivement 


71 /-.71 I 3 2 /- 

cos tt \J— i sin tj = - H-v — i, 

3 V 3 2 2 v 

71 /- . 7T I 3 2 /- 

cos tt — sj~~ j sin -77 ~-v/ — i. 

3 v 3 2 2 v 


Corollaire III. — n designant un nombre cntier quelconque, 
nombre des valeurs, soit reelles, soit imaginaires, de Texpress 

i 

((— i))", ou, ce qui revient au meme, le nombre des valeurs d< 
propres a verifier l’equation x n = — i, restera toujours egal a n. 
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Probleme V. — Trouver les dwerses valeurs reelles ou imdginaires de 
l’ expression 

rn 

((-I))"- 


Solution. — Les nombres m et n etant supposes premiers entre eux, 

m 

on aura, d’apres la definition meme de l’expression ((— i))", 

fn r 11/11 

((-'))" = L((-1))"J ; 


puis, en remettant pour ((— i ))' 1 sa valeur generate tiree de l’equa- 
tion (i 3 ), on Irouvcra 


(16) 


((- 0 )“ = 


COS 


m ( 2 k -h F ) 7 T 


i sm 


m {2k -h 1) 7 i 


Pour deduire de cette derniere formule toutes les yaleurs de ((— i))" f 
il ne restc qu’a donner successivement a 2^-f-i toutes les valeurs 
entiercs ct impaircs comprises entre o et n . Soient 2k' 4-1, 2 k"-{-1 
deux de ces valeurs supposees inegales. Je dis que les cosinus 


cos 


m(2k 1 i)tz 


cos 


m (2 k” 4- 1) % 

n 


scront necessairement differents Tun de 1 ’autre. En effet, ces cosinus 
ne pourraicnt devcnir egaux que dans le cas ou les arcs qui leur cor¬ 
respondent seraient lies entre eux p,ar une equation de la forme 


m (2 k f 4-1) rc 
n 


■=Z ± 2 hit ± 


m (2F+ i)tt 

-? 

n 


h designant un nombre entier. Or on tire de cette equation 

r — (2^'+1) — (2A y + i)~i 


II faudrait done, puisque m est premier a n, que le nombre entier 

±( 2 A'+l)±( 2 *' , + l) 


2 
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fut divisible par n, ce qu’on ne saurait admettre, attendu que, 
nombres 2 ^'h-i, aA"-f-i etant inegaux, et chacun d’eux ne pouvi 
surpasser n, leur demi-somme, et, a plus forte raison, leur demi-dil 
renee, est necessairement inferieure a n. Ainsi deux valeurs differen 
de 2.&-+-1 comprises entre les limites o et n fournissent deux valei 
differentes de 

m (2 k 4- i) tt 

C os —-- 

11 

On eonelut aisement de cette remarque que les valeurs reelles ou ii 

• ni 

ginaires de l’expression ((— i)) B donnees par l’equation (16) sont 

1 1 

nombre de n, comme celles de ((i)) n et de ((— i))' 1 . De plus, com 
on a evidemment 

f m (2 k -h i) it , 

cos —-— ± v 

L n 

= cosm(2k + i ) 71 

il en resulte que toute valeur de ((— i))" est unc expression reelle 
imaginaire dont la puissance «'‘ me equivaut a A:i, par conseque 

1 1 

une valeur de ((r)) B ou de ((— x)) K . Cette remarque conduit a l’Oq 
tion 

m 1 

(17) ((-!))"= ((0)", 

toutes les fois que (— x) m = 1, c’est-k-diro toutes les fois que mesf 
nombre pair, et a la suivante 

w 1 

(18) ((-!))“ =((-0)", 

lorsque (— i) m = — 1, c’est-a-dii'e lorsque m est un nombre imp 
Ajoutons que Ton peut comprendre les equations (17) et (18) d 
une seule formule, en ecrivant 


m (2 k -h t) 7 t I n 


/— 1 sin m (2 k -h i) tt = (— i ) m = ±: t, 
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Probleme VI. — Trouver les dwerses valeurs reelles on imaginaires de 
V expression 

m 

((-or*- 

Solution. — On aura, d’apres la definition des puissances nega¬ 
tives, 

m 

<(- 0 )"*=—^; 

(t- 0 )" 

• m 

puis, en remettant pour ((— i))" sa valeur generate tiree de l’equa- 
tion (16), et ayant egard a la formule (9) du paragraphe precedent, 


- . , n , 

sj— 1 sin — 


m (9 k -+- Otc 


' I] suit de cette derniere equation que les diverscs valeurs de (( — 1)) " 

m 

sont les memos que colies de ((i)) n ; on aura en consequence 

m 

(21) ((—1)) "^((i))“ si m est pair 

et 

m J 

( 9 . 2 ) ((—1))~ ((— 1))“ si m est impair. 

A la place des deux formules qui precedent, on peut se contenter 
d’ecrire la suivante : 

_ M 1 

(9.3) ((-o) "=(((-0")r- 

Corollaire. — Si 1 ’on fait/w = 1, la formule ( 23 ) donnera 

(■4) ((-,))"= ((-!))= 

En terminantce paragraphe, nous ferons remarquer que les equa¬ 
tions ( 3 ), (G), (8), (r 3 ), (16) et (20), a 1 ’aidc desquelles on deter¬ 
mine les valeurs des expressions 

1 m m 

((X)) 7 ', ((<))", ((0) % 

♦ l m m 

((-•))% ((-!))% ((-I))” 77 , 

OF.uvres de C S. II, t. III. 
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peuventetre remplacees par deux formules. En effet, si Ton de 
par a une quantite positive ou negative dont la valeur numeriqui 
fractionnaire, la valeur de (('))“ determinee par 1 ’equation ( 3 ) 
ou (8) sera evidemment 

( 2 5) ((i))"= cos2 A'air ± \J — i sin2/-a7r, 

tandis que la valeur de ((— i))“ determinee par l’equation (i 3 ), 
ou (20) sera 

( 26 ) ((— 1))" — cos(2 k -4- i)air ± sj— 1 sin (2 A*-4-1) a%. 

Dans les deux formules precedentes, on peut prendre pour 
nombre entier quelconque. 

§ IY. — Sur les racines des expressions imaginaires et sw 
leurs puissances fractionnaires et irrationnelles. 

Soit _ 

a 4 - 6 — 1 

une expression imaginaire quelconque. On pourra toujours tr 
( voir le § II) une valeur positive de p et une infinite de valeurs r 
de 9 propres a verifier l’equation 

([) a ■+■ 6 \J~ 1 — p(cos6 -+- \J — 1 sinS). 

Cela pose, concevons que l’on designe par m et n deux nombr< 
tiers premiers entre eux. Si l’on fait usage des notations adc 
dans le § I, les racines n iimra de l’oxpression a + S \j— 1, ou, c 
revient au meme, ses puissances du degre seront les divers 
leurs de 

__ i 

\{/a 6 v/^T r= (( oc -+- 6 v / — 1 ))"; 

et, de meme, les puissances fractionnaires de a -+- 6 \J— 1 positr 
negatives, du degre ou — seront les diverses valeurs de 
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En consequence, pour determiner ces racines et ces puissances, il 
suffira cle resoudre l’un apres l’autre les trois problemes suivants : 
Probleme I . — Trouver les dwerses valeurs de l’expression 

((* + 6 v/=T))''. 

Solution. — Soit 

x = r(cos< -+- sin<) 

l’une de ces valours, r designant une quantite positive et t un arc Teel. 

i 

On aura, d’apres la definition meme de l’expression ((a 4- 6 \j— i))' 1 , 

(-0 & n a -f- Gy/— i = p(cos# 4 - \J— 1 sin#), 

ou, ce qui revicnt au meme, 

r n (cosnt 4- v 7 - 1 sin nt) ~= p(cos# 4 - v 7 ” 1 sin#). 

On tirera de cette derniere equation, a l’aide du theoreme I, § II, 

’^ = P» __ 

cos nt 4- v 7 ‘"“ 1 sinn^m cos# 4- \ ! — 1 sin# 

et, par suite, 

1 

r = p «, 

cos nt r= cos#, sin nt = sin#, nt—d±: 2/cit, 

_ 6 ztz 2 /r 7i 

t -— — -? 

n 


k represcntant un nombre entier quelconque. Les quantites r et t etant 
ainsi detcrminees, les diverses valeurs de x propres a verifier l’equa- 
tion (r) seront evidemment comprises dans la formule 


# dz 2 kiz 


cos ■ 


COS - 4- 
n 


V : 


ism 




t sin 


n 

2 kit , 
COS- ± 


1 sin ■ 


2 kiz 


ou, ce qui reyient au meme, dans la suivante : 
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En d’autres termes, l’exprcssion ((a 4 - 6 \ 7 - x))", aussi hien 
admettra n valeurs diflerentes determinees par l’equation 

(4) ((a + 6 f r ')) 7l = P" (cos ^H-v / '-''sin^ ((i))"• 

Corollaire I. — Supposons n — 2; on trouvera qu’il exisle deux 
leurs de l’expression 

((a 4- 6 \/ - i)V ’ 

ou, ce qui revient au memo, deux valeurs de x propres a vdri 

l’equation _ 

x-— a 4- 6 \J — 1 — p(cos 0 4- v 7 ■* 1 sin O'), 

et que ces deux valeurs sont comprises dans la formulo 
±p ? ( c °s^ 4-\/--Tsin™ )• 


Corollaire II. — Supposons encore n ----- 3 ; on Irouvera qu’il ex 
trois valeurs de 1’expression 

((a 4 -6 V 7 - i))'\ 


ou, ce qui revient au memo, trois valeurs de x propres a veri 
1 ’equation 

x*— a 4- o \f— 1 = p(cos (3 4- v 7 -• 1 sinfl), 
et que ces deux valeurs sont respectivement 


\( 6 ,-. 3 \ 

•p I cos ^ 4- » sin g J, 

1 f 0 . - . 0 \ / a Tt / — . 271 \ 

p I cos ^ 4 - v— 1 sin j J (cos 1 sin j 

= p*(c + 

P 3 (cos | 4- v 7 — 1 sin (cos —■ — \J— 1 sin ~ J 
— p^ (cos —j— 4 - v/I—T sin —V 
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Corollaire III. — Supposons enfin n = 4 ; on trouvera qu’il existe 
quatre valours do l’expression 

((a+Sv 71 ^)) 4 * 

ou, ce qui rovient au meme, quatre valeurs de x propres a verifier 
I’equation 

x w — a -+- 6 \j— i — p(cos#-f- sinS), 
ct quo cos quatre valeurs sont comprises dans les deux formules 

1/ e ,— . e\ 

± p* (cos ^ -+- v— 1 sin '/)> 

, \( . 8 r - 6 \ 

± p ^ sm ~j y ■ j cos j 

Problem r, II. — Trouver les diverses valeurs de [’expression 


((a-i- 6 \Z-i))'\ 

Solution. — Les nombresra et n etant supposes premiers entrc eux, 

m 

on aura, d’apres la definition meme de l’expression ((a i))", 

m p _1 "I ill 

(( a + s^)M((« + Sv/“0)ll ; 

1 

puis, en remettant pour ((a + 6 \/— i))" sa valeur generale tiree de 
I’equation (4), on trouvera 

mm/ r\ r\\ w 

( 5 ) + — f cos ~ +1/— 7 ! sin ~jpj (('))“• 


Corollaire I. — Si dans l’equation ( 5 ) on remet pour ((i)) ,! sa va¬ 
lour tiree de la formulc (G) (§ III), on obtiendra la suivante : 


m m p 

(6) (( a -+■ 6 \/-~ i))" =.- p n cos 


m(Q ± 2 kn) 


- m(0±2A'7r)l 

• \j— i sin --J- 


Probij&me III. — Trouver les diverses valeurs de Vexpression 

m 

((a + & \j — i)) 
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Solution. — On aura, d’apres la definition meme des puissances 
gatives, 

m 

((a + SV^)) “=-~- p 

((«-+-6 ;/—i))" 


puis, en remettant pour ((a + ^- i))" sa valeur tiree de l’eq 
tion (6), ct ayant egard a la formule (17) du § II, on trouvera 


((ot + 6^-0) 

- - f m (6 ±12/01) 
= p 71 COS ' ' 


- . ni (6 zhiknY 

— y/— i sin — v 


„ , nxB , - .. mQ 

: p "I COS - y — I Sin — ) { COS 


n 

m.'ik'iz 


1 - . m.2k%\ 

: v™ ism- 


n > 


ou, en d’autres termes, 


( 7 ) ((a4-6s/~0) "=p ” ^cos ^ — sj— 1 sin “V(0) w . 


Corollaire I. — Si Ton fait m = i, l’equation (7) donnera 
( 8 ) ((a- 4 -G\/ — 1 )) n ■= p n Tcos “ — v 7 "™ 1 sin~J (( 0 ) "• 


Apres avoir fixe, comme on vient de le faire, les diverses val< 
des quatre expressions 


((a -h S v/— 0)" > ((« H" s V/™ 0) rt > 

_i _ 

((a -h 1 )) ", ((a-t-6^—i)) ", 


on reconnaitra sans peine que les equations ( 4 ). ( 5 ), (8) et (7 
l’aide desquelles on determine ces valeurs, peuvent etre rempla' 
par une seule formule. Si l’on represente par a une quantite posi 
ou negative dont la valeur numerique soit fractionnaire, la forn 
dont il s’agit sera 


((a -+- §\J— i)) a = p a (cosaS -+- \/— 1 sin a6) ((i))“. 


( 9 ) 
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Dans les calculs qui precedent, p designe toujours le module de 
1 ’expression imaginaire c’est-a-dire la quantite positive 

\/ a--t-6 2 , et 6 l’un quelconque des arcs propres a verifier l’equa- 
tion (i) ou, ce qui revient au meme, les equations ( 4 ) du § II, savoir 


(io) 


cos a = 


sin ( 


y/a 2 -h<S* 

S 


En divisant ces deux dernieres I’une par l’autre, on en conclura 


(*0 


tang# = 


6 

a 


Par suite, si l’on nommc £ le plus petit arc, abstraction faite du signe, 

g 

qui ait pour tangente -i ou, en d’autres termes, si l’on fait 

g 

(12) £ = arc tang-> 

on trouvera 


(13) tang0 = tang£. 

Cela pose, il deviendra facile d’introduire au lieu de Pare 0 , dans les 
diverscs formules rapportees plus haut, Pare ‘C dont la valeur est com- 
pletemcnt determinee. On v parviendra, en effet, par les considera¬ 
tions suivantes. 

Les arcs 0 et £, ayant la meme tangente, auront aussi, abstraction 
faite du signe, le meme sinus et le meme cosinus; et, comme d’ailleurs 
Pequation (i 3 ) peut se mettre sous la forme 

sinS_sin£ 

cos 9 — cos?’ 

il est clair que, pour y satisfaire, on devra poser en meme temps ou 

(14) cosQ = cos?, sin0 = sin£ 
ou bien 

(15) cos(5 = —cos£, sin0 = —sin£. 
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De plus, la valeur de cosO determinec par la premiere des eqi 
tions (10) etant evidemment de memo signe quo a, (andis que 1’an 
compris entre les limites -+- - a toujours un cosinus posilif, 

en resulte que, des equations (14) et (i 5 ), les deux premieres su 
sisteront, si a est posilif, etles deux dernieres, si a est negalif. Voyo 
maintenant a quoi se reduisent, dans res deux hypotheses, les ft 
mules (i) et (9). 

Si d’abord on suppose a positif, les equations (ro) pourronl et 
remplacees par les equations (14), et Ton deduira <le eelles-ci u 
infinite de vstleurs de 0, parmi lesquelles on doit remarquer la si 
vanle : 

(16) 0 = ?. 

Lorsqu’on fait usage de cette valeur, les formulcs (1) el (9) devienne 
respectivement 

( l l) a -+- 6y/— 1 — p(cos? -+- \/-- 1 sin? ), 

( ] 8 ) ((a -+- 6 \f~- 1))"— p«(cosaf 4- y'— 1 sin <7?) ((■())''. 

Si Ton suppose en second lieu a negalif, les equations (ro) pou 
ront etre remplacees par les equations (i5), desquelles on druluir 
entre autres valeurs de 0, 

( 19 ) 9 — ? -t- it. 

Par suite, on pourra, dans cette hypolhese, aux formulas (1) et (c 
substituer celles qui suivent : 

a+ G\J— 1— — p(cos?H- y/— 1 sin?), 
j((a + 6 V /~))« 

^ 2I ' 1 j = p“[cos(«? -+- an) 4- v'— 1 sin (a? 4- an) | ((i))« 

i = p“(cosa£ -+-v 7 —T sina?) (cosa 7 r 4- v'-- 1" sin<^nr) ((i))*. 

Si l’on fait en particulier « + 6 V '-1 = _ e’est-a-dire a = - - 
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o = o, on trouvera 

? = are tang— o, 

— i 

et la formule (21) deviendra 

( 22 ) ((— 0 )“= (eosa-K 4- yCT 7 sinn7t) ((i))«. 

11 on resulte qu on aura generalement dans l’hypothese adnxiso 

( 2 3) ((a 4 - 6 \/— i))°= p“(cosa? y/— 1 sin a?) ((— t)) a . 

Kn reunissant aux formules (17), (18), (20) et (a3) les equations (25) 
ot (26) du § III, on obtiendva definitivement les conclusions suivantes. 

Soient a 4-6^— 1 une expression imaginaire quelconque, a une 
quantile positive ou negative dont la valeur numerique soit fraction- 
naire, et k un nombre entier choisi arbitrairemenf. Si Ton fait, do 
plus, 

_ g 

(2/1) p = \foF^r 6 2 , Z, ~ arc tariff —? 

a 

on aura, pour des valeurs positives de a, 

/ a -t- 6 \J— 1 = p(cos? 4- y/— 1 sin?), 

(^5) | ((a -+- 6— 0)*— p a (cos«? 4 - sf—~i sin«?)(( 1 ))“, 

( ((i))' l rr c.osikcn:±\J — 1 siii 2 /,-tfir, 

el, pour des valeurs negatives do a, 


! a 4 - 6 \J — i — — p(cos? 4 - — 1 sin?), 

((a 4- 6 \f— 1))’= p°(cosa? -+- \J — 1 sina?) ((—1))“, 

((— !))“= cos(2/1 4- 1 arc) ±: y/— 1 sin (2 k 4-i air). 

On doit ajouter quo, si Fon designe par n le denominateur de la frac¬ 
tion la plus simple qui represente la valeur numerique de a, n sera 
precisement le nombre des valeurs distinctes de chacune des expres¬ 
sions 

((!))“, ((-!))«, ((« 4 - 6 V / ^T))“, 

et que, pour deduire ces.memes valeurs des formules ( 25 ) et (26), il 

OEuvres de C . — S.ll, t. III. 
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suffira d’y substituer successivement, au lieu dc 2,k et dc 2.k -t-i, t< 
Ies nombres entiers qui ne sortent pas des limites o ct. n. 

Si la valeur numerique de a devenait irrationnellc, chacune ( 
expressions reduites 

cos 2 kcm ± \f— i si n 2 kan, 
cos (2 A-+- 1 air) ± v/— 1 sin (2 Ah- i an), 

aurait un nombre indefini dc valeurs correspondantcs aux divers 
valeurs entieres de k; et, par suite, on ne pourrait plus admettre ds 
le calcul les notations 

((<))“> ((—'))“. ((<X~h Si/— t)) a , 

a moins de considerer chacune d’elles comme propre 4 represen 
une infinite d’expressions imaginaircs distinctcs les. unes des autr 
Pour eviter cet inconvenient, nous n’emploierons jamais les notatic 
dont il s’agit que dans le cas oil la valeur numerique dc a sera fr. 
tionnaire. 

Parmi les diverses valeurs de ((i))“, il en est unc toujours reolle 
positive, savoir, 4-1, que Ton indique par la notation (t)“ ou i a , 
faisant usage de parentheses simples, ou meme les supprimant ent 
rement. Si Ton substituc cette valeur particuliere de ((r)) a dans 
seconde des equations ( 25 ), on ohtiendra une valeur corrospc 
dante de 

((cc-+-G\f—~i)) a , 

que 1 ’analogie nous porte a indiquer, ii l’aidc de parentheses simpl 
par la notation 

(a -+- 6 /— i)'\ 

C’est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposi 
a positif, et les quantites p, £ determinees par les equations (a4)» 

( 2 7) (« -f-Si/— i) a = p“(cosa£ -t- i/—J sina?). 

Cette derniere equation ayant lieu toutes les fois que la valeur nun 
rique de a est entiere ou fractionnaire, 1 ’analogie nous conduit enc< 
a la considerer comme vraie dans le cas oil cette valeur numeric] 
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devient irrationnelle. En consequence, nous conviendrons de desi¬ 
gner par 

(« + 6 

le produit p a (costf‘( -h \]— r sina£), dans Ie cas oil a sera positif, quelle 
que soit la valeur reelle attribute a la quantite a. En d’autres termes, 
si Ton designe par Z un arc compris entre les limites — -> -t- on 
aura, quel que soit a, 

[p(cos? \J — i sin?)]“r= p“(cos«?- 4 - \j— i sina ?). 

Si dans l’equation preccdente on fait p = i, elle deviendra 

(28) (cos? -+- \j— i sin?)“:=: cos a? -f- — i sina?. 

Cette derniere formule est entierement semblable aux equations (10) 
et(i 4 ) du § II, avec cette seule difference qu’elle subsiste uniquement 
pour des valeurs de ( comprises entre les limites — tandis 

que les equations dont il s’agit s’etendent a des valeurs quelconques 
de 0 . 

Lorsque la quantite a devient negative, on ne voit plus, meme en 
supposant fractionnaire la valeur numerique de a, quelle est celle des 
valeurs de l’expression ((a + i)) a que Ton pourrait distinguer 
des autres et designer par la notation 

(a 4- 8\/^"r) a . 

Mais alors, — a etant ,une quantite positive, il est facile d’etahlir, pour 
des valeurs quelconques de a, la formule 

(29) (— a. — S \/— i) a ~ p®(cosa? -I- sj — 1 sin a?). 

Nous te#minerons ce paragraphe en faisant observer que, dans le cas 
oil la valeur numerique de a devient fractionnaire, les formules (27) 
et (29) reduisent les equations (18) et (23) a celles qui suivent 

((« + 6^ri-))« = ( a + Sv^7)'((i))-, 

((a + 6/-'))“= (— a — 6 x )“ ((— 0) a > 


(3o) 

(3.) 


196 


COURS D’ANALYSE. 


l’cquation ( 3 o) ayant lieu seulement pour des valeurs positives de li 
quantite a, et l’equation ( 3 x) pour des valeurs negatives de la menu 
quantite. 


§ Y. — Applications des principes etablis dans lesparagraphes precedents 


Nous allons appliquer les principes etablis dans les precedents pa^ 
ragraphes a la resolution de trois problemes sur les sinus et cosinus 

Problems I. — Transformer sinms et cos mz (to de'signanl un nombn 
entier quelconque) en un polynome ordonne suivctnt les puissances ascen 
dantes el entieres de sin z, ou du moins en un produit forme par la multi 
plication d un semblablepolynome et de eoss. 


Solution. — Lorsque dans les equations (12) du § II on remplacele: 
puissances paires de coss par des puissances entieres de 1 — sin 2 s 
ces equations deviennent, pour des valeurs paires de to, 


* 771 f * 7/1 — 2 

, - • j m(m — 1). . B . . 

costws = (1 — sm *5 ----- (1 — sm 2 -: 2 sin 2 - 

1.2 1 

+ ») .( £■- J> ( , _ 


I .2.3.4 


4 


sinm- = cos z | — (i — sin 2 ^r) 2 sin. 

i 


m{ni — i)(m — a). . , f-f . , 

--- (1 — sin s 5) 2 sin*5 

1 . 2.0 




et, pour des valeurs impaires de to, 


-[ 


cos mz ~ cos- (1 — sin 2 ^) 2 


m (in — 1) 


1.2 


(1 — sin 2 -) 2 sin 2 -s 


, m(m — 1) (in — 2) (m — 3 ) 

1 .2.3.4 


(1 — sin 2 s) * sin 4 


■■■■] 


sinm: 


m 


(1 — sin s j3)' 2 sin- 


m (m — 1 ) (m — 2 ) . . 0 * . , 

--1 (! — sin 2 -) 2 sin 3 : -i~.. 

1 . 2.3 
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Si l’on developpc les seconds membres des quatre formules prece- 
dentes, ou du moins lcs coefficients de coss dans ces seconds mem¬ 
bres, en polynomcs ordonnes suivant les puissances ascendantes et 
entieres de sins, on trouvera, pour des valeurs paires de m, 


m ( m — i r \ 

cosw- = i- 4- _j sin 2 - 


m(m — 2) V (m — i) {,n — 3 ) 
i -3 |_ 2.4 


m — 1 3 3 .i 

2 2 H 2.4 




I m . m{ m — 2) /m — \ 3 \ 

smms = cos*'sms- > + t) si, 


m(in — 2 ) (in — 4) Rm — i)(m — 3) m -, 5 5.3' 

L 2.4 


2 2 2 . 


pour les valours impaires de m, 


m — i / m i\ . „ 

-- (-4-1 sm 2 s 

I V 2 2 J 

(m — i) ( m — 3 ) |~ m (m — a) ^ m 3 3 . i "1 g . i 


2 2 2.4 


. m(/n — ,) (in — 2 3\ . . 

— sins--r-(-1— ) sin 3 * 

I 1.3 V 2 2/ 


m(m — i) (m — 3 ) [ 7 m — 2) (m — 4 ) m —2 5 5.31 

-l-— —5—5---1-1- T sin- 

i.3.5 [ 2.4 2 2 2 . 4 J 

Les equations (i) et (2) comprennent evidemment la solution de la 
question proposee. II nc reste plus qu’a les presenter sous la forme la 
plus simple. Pour y parvenir, il suffira d’observer que le coefficient de 
chaque puissance entiere de sins renferme generalement une somme 
de fractions a laquelle l’equation ( 5 ) du Chapitre IV (§ III) permet de 
substituer une fraction unique. Par suite de cette reduction, les deve- 
loppcments de cos ms et de sin/rcs deviendront, pour des valeurs paires 
de m. 


m.m . » (m 4- 2)m.mini — 2) . , 
-sm J s -1- ----5-7- - sin 4 z 

.1.2 1.2.3.4 

(m-t-4)(7?i-t-2)m.m(7tt — 2)(m — 4) c ,.^ 6 _ 
1.3. 3 . 4 - 5-6 


( 3 ) 
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et 


sin mz — cos 


(4) 


[ m . 

j sins — 2 - 1 ~ 0 - 1 sin 


(m h- 2) m ( m — 2) . n 

--:- v - L cm3-? 

1.2.3 

(m -+• 4) (m 4- 2 ) m (m — 2 ) (m — 4) o5 g 


i. 2 ,3.4 • 5 


• sin 8 


et, pour des valours impaires do m. 


(m -f-1) ( m — i) . 


( 5 ) 


( 6 ) 


cosms coss i — --—--sin 2 

I . 2 


(/?H-3)(m + i)(m — i) (m — 3) 
1.2. 3 . 4 


sin 4 s —... j, 


m . (m +- i) m ( m — i) . „ 

sin ms = — sins — -— ; -—L-- siri 3 

I 1.2.3 


(m +- 3 ) (m -+- i) m(m — i) (m — 3) 


sin^ 


r.2. 3 .4 -5 

Corollairel. — Si dans l’equation ( 3 ) on fait suecessivcmonl 


m — 2, »i = /j, 

on obtiendra les suivantes : 

cos2s “ j — 2 sin ? s y 
cos 4 ^”i— 8sin 2 s +- 8sin*s y 
cos6s = i — 18 sin 2 s -+-48 sin 4 s — 82 srn G s, 

Gorollaire II. — Si dans Tequation (6) on fait successivement 
m~i, m = 3, mm 5, 

on en tirera 

sin s m sins, 
sin3s = 3 sins — 4 sin 3 s, 
sin5s m 5 sins — 20 sin 3 s +-16 sin 5 s, 




pROBLfeME II. Transformer sinms et cos mz (m desigriant un nombre 

enher quelconque) en unpolyndme ordonne suivant les puissances ascen- 
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danles et enlieres de cos-, ou da moins en un produit forme par la mul¬ 
tiplication d’un semblablepolyndme et de sins. 

Solution. — Pour obtenir Ies formules qui resolvent la question pro- 
posee, il suffit de rcmplacer, dans les equations ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ) et (6), 
s par ^ — s, et d’observer en outre, qu’on a, pour des valeurs paires 
de 7 n, 

( \ m 

HIT. \ / nT 

—- — i ) 2 cos mz, 

. f nin \ ,t +1 . 

sm i -- mz -(—!)- smmj; 


et, pour des valours impaires de m 9 


m 7 Z 

cos (- in: 

2 


, in 7 T 

sm (- m: 

2 


m — 1 

• (— t) 2 sin mz, 
:(—i) 2 cos mz. 


(9) 


(ro) 


On trouvera de cette maniere, si m est un nombre pair, 

m 

(— i) 4 cos;n^ ~ 


in .in _ — 2 ) 

-COS -Z H- --- «-7 - - COS* 


I.2.3.4 

(m -h 4 ) (m -h 2 )m.m(m — 2 ) (m — 4 ) 


m r 

, 1 . . \m 

(—1)“ smwij=: sinxr ~~coss - 


1 . 2 .3. 4 .5 .6 

(m 2 ) m(in — 2 ) 
1.2.3 


cos b 


COS 3 z 


(/» + 4)(/» + a)OT(m — 2 )(/w —4) cog3 _ 


1 . 2 .3.4-5 




00 


et, si m est un nombre impair, 

. . [ (m-t-i) (m — i) 

L 1.2 


cos 2 


(m + 3)(m + i)(m-i)(m-3) . 

CUb -a " 

.4 


•I 


, r“ m (m-hi)m(m — i) , 

(—1) 2 cosmz = — cosz — --5-cos 3 

' 1 1 . 2.3 


(m-h3)(m-hj)m(m — 1 ) (m — 3) 5 

,. 2 .3.4.5 C0S 5 


( 12 ) 
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Corollaire h — Si dans la formule (9) on fait successivement 
m = 2, mzzz 4 , m •= 6 , . . ., 

on obtiendra les suivantes : 

— C 0 S 2 £™I— 2 COS 2 ^, 

cos4- = i — 8 COS 2 - ~-r- 8 cos 4 -, 

— cos6- = i — i8 cos 2 s -+- 48 cos 4 s — 32 cos 6 -, 


Corollaire II. — Si dans l’equation (12) on fait successivement 
m~ 1 , m — 3, m = 5 , .. . , 

on en conclura 

cos Z=z cos-, 

, , — cos3- = 3 cos - — 4 cos :! -, 

(i 4 ) 

I cos 5s = 5 cos - — 20 COS 8 - -r 16 C 0 S D - , 


Probleme III. — Exprimer les puissances entieres de sins et de eoss en 
fonction lineaire des sinus el cosinus des arcs z, 2z, 3 s, .... 

Solution . — On resout facilement ce probleme, en avant egard aux 
proprietes des deux expressions imaginairesconjuguees 

cos - -f- \J— i*sinjs, cos- — \J— 1 sins. 

Si Ton designe la premiere par u 9 et la seconde par a, on aura 

2 cos- = u v 9 2 \J — i sin - = u — v. 

En elevant les deux membres de chacune des equations precedences 
a la puissance entiere du degre m , les divisant ensuite par 2 ou par 
1, puis effectuant les reductions indiquees par les formules 

UV nz I, 

a n - 4 - v n u' 1 — v n 

- = COS HZ. -- - — rzz SID « 

2 2 v/— * 

dont les deux dernieres subsistent pour des valeurs entieres quel- 
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conques de n, on trouvera, si m represente un nombre pair, 

2 rn 1 COS'"S = COSOTS + — COs(ot — 2 .s) 


(i5) 


ot(ot —i) , -- v 

•4--cos ym — ^.z) -i-.. . 


t . 2 




1.2.3... 


(16) 


(—-1) 2 2 /n—1 sin^s z= cosmz -- cos(/?i — 2. z) 

m(m — 1) /- - v 

cos^m — 4.5) —... 


i .2 


m 


m(m — 1)... y — -1- 1 

o m 

1.2.3...— 

2 


et, si m represente un nombre impair, 


( 17 ) 


/ 


m / -- V 

2 m ~ 1 cos ,w z “ cos 7?ic h -cost m — 2. z) 

1 x x 


m(m — 1) /-7 \ 

—--- cost m — 4--+-. •. 

r o x ' 


m(m — 1)... 


771 H~ 3 


• COSS, 


! .2.3.. . 


(— * 1 ) 2 2 m ~ l sin m £ = sinw^ — ™ sin (m — 2 .z) 


( 18 ) 


771(771 - I ) . /- T \ 

■ sin(m — 4*^7 — .. * 


1.2 


772(772 — 1)... 


772 H~ 3 


[ .2.3. , 


m — 1 


-sm^i 


Corollaire I. — Si dans la formule (i 5 ) on fait successivement 


m=z 2, m = 4 , 772 z= 6 , . .., 

ORuures de C. — S. II, t. III. 


26 
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on en conclura 


('9) 


2 COS 2 - = COS2- 4- I, 

8c0S 4 5=r cos4- 4- 4 COS 2- 4- 3, 

32 C0S 6 3 = COS6- 4- 6 COs4~ 4- l5 C0S23 4- 10, 


On arriverait aux memes equations, si Ton cherchait a deduire des for- 
mules (i 3 ) les valeurs successives de 


cos 2 -, cos 4 s, cos 15 -, 
en fonctions lineaires de 


cos 2 —, cos4-, cos 6 5, .... 

Corollaire II. — Si dans la formule (16) on fait successi vemen t 

m — 2, m =4, rn — 6, 

on obtiendra les equations 

— 2 sin 2 -= cos2 s — r, 

8 sin 4 s = cos4- — 4 cos2- 4- 3, 

32 sin 6 - = cos6- — 6 cos 4- 4- i5 cos a - — i o, 


que 1 on pourrait egalement deduire des formulos (7), par I’elimina- 
tion des quantites 

sin 2 -, sin 4 s, sin's, .... 

Corollaire III. — Si dans la formule (17) on fait suceessivemenl 
1, m 3, m m 5, 

on en conclura 

cos ^ — COS 

4 cos 3 ; = cos 3 ; 4- 3 cos;, 

j 16 cos 5 s = cos 5=+-5 cos 3 ; 4-io cos *, 
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On arriverait aux mem.es equations, si 1 ’on cherchait a deduire des 
formulas (14) les valeurs successives de 

COS 5 , COS 3 2, COS 5 2, ... 

on fonelions lineaires de 

coss, cos32, cos 52 , .... 

Co rollaire IV. — Si dans la formule (18) on fait successivement 
m ~~ t , m = 3, m = 5, ..., 

on obtiendra les equations 

sin 2 r:z sin2, 

— 4 sin 3 2 = sin 32 — 3 siri2, 

16 sin 5 2 ™ sin 52 — 5 sin 32 + ro siri2, 

.» 

quo Fou pourrait egalement deduire des forinules (8) par l’elimina- 
tion dos quailtites 

sins, sin 3 ^, sin 6 s, .... 



* 
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CH1PITRE YIII. 


DES VARIABLES ET FES FONCTIONS IMAGINAIRES. 


§ I. — Considerations generates sur les variables el les fonctions 

imaginaires. 

Lorsqu’on suppose variables les deux quantites reelles u, v, ou 
moins l’une d’entre elles, I’expression 

a 4- r \J — i 

est ce qu’on appelle une variable imaginaire. Si, do plus, la variabl 
converge vers la limitc U et la variable v vers la limite V, 

U + Vy/^ 

sera la limite vers laquelle converge ^expression imaginaire 

u 4- (> \J — i . 

Lorsque les constantes ou variables comprises dans une fonot 
donnee, apres avoir ete considerees commc reelles, sonl. ensuitc s 
posees imaginaires, la notation a 1’aide de laquelle on exprimaii 
fonction dont il s’agit ne peut etre conservee dans le calcul qu 
vertu de conventions nouvelles propres a fixer le sens do celtc nt 
tion dans la derniere hypothese. Ainsi, par excmple, en vertu 
conventions etablies dans le Chapitre precedent, les valours des n( 
tions 

, a 

a h- x, a — x, ax, — 

.7: 

se trouvent completement determinees dans lc cas oil la constante c 
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la variable x deviennent imaginaires. Supposons, pour fixer les idees, 
que, la constante a restant reelle, la variable x reqoive la valeur ima- 
ginaire 

*4-8 v/— i = p(cos0 rf- \J — i sin 0), 

a, 6 exprimant deux quantites reelles qui peuvent etre remplacees par 
le module p ct fare reel 0. On conclura du Chapitre VII (§§ I et II) que 
les quatre notations 

, a 

a -+- x, a — x, ax. — 

x 

designent respcctivcment les quatre expressions imaginaires 

a 4- ? cos0 —t- p sin0\/— * , 
a — p cos0 — p sin 0 \/ — i, 
n p cos 6 ap sin 6 — i , 

— cos 0 — - sin 8 J — i, 

P P 

ou, en d’autres termes, les suivantes : 

s+oc+6 \J — i, 'a —a — S\/— i, aa-f-aSy’—i, 

aa. , - 

a 2 4-6 s a 2 H-6 2 ^ 

En general, on tixera sans difficulte, par le moyen des principes etablis 
dans le Chapitre VII, lesvaleurs des expressions algebriques dans les- 
quelles plusieurs variables ou constantes imaginaires seraient liees 
entre cllcs par les signes de l’addition, de la soustraction, de la mul¬ 
tiplication ou do la division; et I’on reconnaitra sans peine que ces 
expressions conscrvent toutes les proprietes dont elles jouiraient, si 
les variables et constantes qui s’y trouvent comprises etaient reelles. 
Par exemple, si I’on designe par 

x, y, z, u, v, w, ... 

plusieurs variables soit reelles, soit -imaginaires, on aura, dans tous 
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les cas possibles, 


(0 


x y -b s 4- . 
=: x H- y -4- 5 -h . 

u(x y z -f-... 
x h~ y -H z -+- 


x y z 

- X - X - X . . 

U V w 


X 

u 

V 


vx 

u 


'(U + P + W+ .. 
U — C’ — w — 


LL x —i— ay -4- Li z 

4- . • ., 

a 

xyz. . . 
uvw. . . 


xyz 

- -h - H- 

u a a 


X x, 


Considerons maintenant la notation 

cc a , 

dans le cas oil, la constante a restant reelle, la variable sc oblient la 
valeur imaginaire 

a ■+■ Q\/— x=p(cos5-+- \J — i sin 6). 

Si Ton prend pour a une quantite dont la valeur numerique soil un 
nombre entier m, cette meme notation, savoir 

X a mz X^~ ni 

aura, pour des valeurs reelles quelconques de a et de 6 , une significa¬ 
tion precise. Elle represented l’expression imaginaire 

p m cos m9 -+- p m sin mQ\J — i , 

si a = + m, et la suivante 

p-’ n cos m 6 — p~ m sin m 8 \J — i, 

si a = — m [(uoir le Chapitre VII, § II, equations ( 18 ) et ( 19 )]. Mais, 
toutes les fois que la constante a recevra une valeur numerique frac- 
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tionnaire oil irrationnellc, la notation 

x a 

n’aura plus de valour precise et determinee, a moins que la partie 
reelle a de l’expression imaginaire x ne soit positive. Si dans ce cas 
particulier on fait 

. , § 
q = arc tang -, 
a a 

l’arc '( restera compris cntre les limites — et, en ecrivant x 

an lieu de a + G\J— 1 dans le § IV du Chapitre VII [(equations (17) et 
(27)1, on trouvera 

x --- o(cos£ \j — 1 sinC), 
x a — p"(cosa£ - 1 - \j— 1 sina?), 

on sorte que la notation of designera l’expression imaginaire 

p" cos a? + p“ sina?v^~ 1 • 

II suit encore des conventions et des principes ci-dessus etahlis 
(Chap. VII, §§ III et IV), que, pour une valeur numerique fraction- 
naire de la constante a, la notation 

((*))“ 

represente a la fois plusicurs expressions imaginaires, dont les valours 
sont donnees par les deux formules 

((a?))® = x a ((i)) a , ((i))°— cos2A-a7r± — 1 sinaA-air, 

lorsque la partie reelle a de l’expression imaginaire x est positive, et 
par les deux suivantes 

((— i))«= cos( 2 /i-+-r)a7T ±\/— 1 sin (2 A* +- \ )an, 

lorsque la quantite a devient negative [(voir, a ce sujet, dans le § IV du 
Chapitre VII, les equations ( 25 ) et (26)]. La meme notation ne peut 
plus etre employee dans le cas oil la valeur numerique de a devient 
irrationnelle. 
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Les expressions de la forme 

X a 


conservent les memes proprietes pour des valeurs reelles et pour ( 
valeurs imaginaires de la variable, tant quo l’exposant a pour val< 
numerique un nombre entier; mais ces proprietes ne subsistentp 
que sous certaines conditions dans le cas contra ire. Soient, ] 
exemple, 

x — a 4- 6 \j — i, y — a' -t- 6' \/ — i, s — a." -+- 6" \f — j, 

plusieurs expressions imaginaires, qui se reduiront a des quanti 
reelles si S, S', S" s’evanouissent. Designons, en outre, par a, b, c, 
des quantites reelles quelconques, dont les valeurs numeriques soio 
fractionnaires qu irrationnelles, et par m, w! , m", . .. plusieurs no 
bres entiers. On aura constamment, en vertu des principes etab 
dans le Chapitre VII, 

1 X m x m> X m " , . zz 

X~ m X~ m * X~ m *. . . zz /p— ? 

X ±m X ±,n 'X ±m " . . . zz: 

chacun des nombres m, m\ m! ! , ... devant etre affecte du memo sig 
dans les deux membres; 


(3) 

( x m y m z ,n . . .= (xyz. . .) m , 

( x~ m y~ m z~ m . . (xyz. . .)~ m , 

(4) 

( (x m ) ,n> zz ( x~~ m )— m '— x mm> 


{ ( x m )~~ w, zz (x~ m y n ' — x~ mm '. 

On trouvera, au contraire, que des trois formules 

(5) 

X a X b x c . . .zz: & a +tH-c+..., 

(6) 

X a y a z a ... = (xyz. . .) a , 


( 7 ) {x a y ) ~x ab 

la premiere subsiste uniquement toutes les fois que la partie rdellc 
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de l’expression imagiriaire x est positive; la seconde, toutes les fois 
que, a, a', a", ... etant positifs, la somme 

6 gt git 

arc tang - + arc lang — -f- arc tang-^ -t-... 

resle comprise entre les limites -£,+£; e t la derniere, toutes les 
1 ‘ois que, a etant positif, le produit 

, 6 

a arc tang - 

oc 

ost compris entre ces memos limites. 

Les conventions faitcs dans le Chapitre VII ne suffisent pas encore 
pour fixer d’une maniere precise le sens des notations 

A a , Lee, sin a;, cos a?, arcsine, arccosa?, 

dans le cas oil la variable x devient imaginaire. Le moyen le plus 
simple d’y parvenir etant la consideration des series imaginaires, nous 
renvoyons ce sujet au Chapitre IX. 

D’apres ce qui a ete dit ci-dessus, toute notation algebrique qui 
renfcrmcrait, avec les variables x, y, z, ... supposees reelles, des 
constantes imaginaires, nepeutetre employee dans le calcul que dans 
le cas oil, en vertu des conventions etablies, elle aurait pour valeur 
une certaine expression imaginaire. line semblable expression, dans 
laquelle la partie reelle et le coefficient de \J— x sont necessairement 
des fonctions reelles des variables x, y, z, ..., est ce qu’on appelle 
une fonction imaginaire de ces memes variables. Ainsi, par exemple, 
si 1’on designe par <p(x) et^C#) deux fonctions reelles de x, une fonc¬ 
tion imaginaire de cette variable sera 

Quelqucfois nous indiquerons une semblable fonction a l’aide d une 
seule caracteristique rz, et nous ecrirons, en consequence, 

rz{x) = <?(&) -1- x( x ) v/— 1 • 

OEuvres de C. — S. II, HI. 
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Pareillement, si Ton designe par <p(a?,y, z, x.(a?,y, -»•••) deux 
functions reelles des variables x,y, z, 

*s(x,y,s, ...)=? (x,y,s, ...)-^y{x, -» - -O'/” 

sera une fonction imaginaire de ces diverses variables. 

La fonction imaginaire 

y(x,y,z, ...)+x(x,y,Z, ...)\f~ 

prend 1c nom de fonction algebrique , ou exponenlielle, ou logarith- 
mique, ou circulaire, etc., et, dans le premier cas, lc nom de fonction 
rationnelle ou irrationnelle, entiire ou fraclionnaire, etc., toutes les fois 
que les fonctions reelles <p(x, y, z, ...), 'ffx,y, jouissent l’unc 

et l’autre des proprietes que suppose le nom dont il s’agit. Ainsi, en 
particular, la forme generate d’une fonction imaginaire et lineairi 
des variables x, y, z, ... sera 

+ + + + + + c'y 4- d'z H-. ..) \J — i 

ou, ce qui revient au memo, 

f o 4~ o! 4~ ^ 4~ ) x 4- ( c 4~ c 1 y 4~ (d 4~ d ! y/— i) z 4- . .., 

a, b, c, d, ..., a', b', c', d', ... designant des constantes reelles. 

On doit distinguer encore parmi les fonctions imaginaires, commi 
parmi les fonctions reelles, celles qu’on nomme explicites, et qui son 
immediatement exprimees au moyen des variables, do celles qu’oi 
nomme implicites, etdont les valeurs determinees par certaines equa 
tions ne peuvcnt etre cxplicitement connues qu’aprfes la resolutioi 
des equations dont il s’agit. Soit 

* txs(x) ou m(x, y, z, . ..) 

une fonction imaginaire implicate determinee par une seule equation 
On pourra representer cette fonction par u-\- vsj — i, u, v designan 
deux quantites reelles; et, si dans l’equation imaginaire qu’elle doi 
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verifier, on ecrit, au lieu de u(x) ou de xs(.x, y, s, ..), 

U + V\J— I , 

apres avoir developpe les deux membres, puis egale de part et d’autre 
les parties reelles et les coefficients de \j — i, on obtiendra deux equa¬ 
tions reelles entre les fonctions inconnues u et v. La resolution de ces 
dernieres equations, lorsqu’elie pourra s’effectuer, fera connaitre les 
valeurs explicites de u et de e, et, par suite, la valeur explicite de 
l’expression imaginaire 

U + V\J— l . 

Pour qu’une function imaginaire d’une seule variable soit complete- 
ment detcrminee, il est neccssaire et il suffit que de chaque valeur par- 
ticuliere attribuce a la variable on puisse deduire la valeur correspon- 
dante de la fonction. Quelquefois, pour chaque valeur de la variable, 
la fonction donnee en obticnt plusieurs differentes les unes des autres. 
Conformement aux conventions precedemment admises, nous designe- 
rons ordinaircment ces valeurs multiples d’une fonction imaginaire 
par des notations dans lesquellcs nous ferons usage de doubles traits 
ou de doubles parentheses. Ainsi, par exemple, 

V^coss i sins 

ou 

i ■ 

((cos£ \j— i sin-s))" 

indiquera l’une quelconque des racines du degre n de Texpression 
imaginaire 

cos s h- sinu. 

« 

§ II. — Sur les expressions imaginaires infiniment vetites 
el sur la continuite des fonctions imaginaires. 

Une expression imaginaire est appelee infiniment petite, lorsqu’elie 
converge vers la limite zero, cc qui suppose que, dans l’expression 
donnee, la partie reelle et le coefficient de \j — i convergent en meme 




212 


COURS D’ANALYSE. 


temps vers cette limite. Cela pose, representons par 
a -l_ gy/ZT7 — p(cos0 4-\/— i sinQ) 

une expression imaginaire variable, a, 6 designant deux quantity 
reelles auxquelles on peut substituer le module p ct l’arc reel 0. Pour 
que cette expression’soit infiniment petite, il sera evidemment neces- 
saire et suffisant que son module 

P = \/x- 4- 6 2 

soit lui-meme infiniment petit. 

Une fonction imaginaire de la variable x supposee reclle est appelee 
continue entre deux limites donnees do cette variable lorsque, entre 
ces limites, un accroissement infiniment petit de la variable produit 
toujours un accroissement infiniment petit de la fonction ellc-m&me. 
II en resulte que la fonction imaginaire 

<?(.*) +x(^)v/— 1 

sera continue entre deux limites de x si les fonctions reelles <p(a?) et 
y (x ) restent continues entre ces limites. 

On dit qu’une fonction imaginaire de la variable x est, dans le voi- 
sinage d’une valeur particuliere de x, fonction continue de cette 
variable toutes les fois qu’elle reste continue entre deux limites mfeme 
tres rapprochees qui renferment la valeur dont il s’agit. 

Enfin, lorsqu’une fonction imaginaire de la variable x cesse d’etre 
continue dans le voisinage d’une valeur particuliere de cette variable, 
on dit qu’elle devient alors discontinue, et qu’il y a pour cette valeur 
particuliere solution de continuity. 

En partant des notions qu’on vient d’etablir relativement a la eon- 
tinuite des fonctions imaginaires, on reconnaitra facilement que les 
theoremes I, II et III du Chapitre II (§ II) subsistent dans le cas memo 
oil Ton remplace les fonctions reelles 


f(x) et f(x,y,z, ...) 
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©O) A-xtaOv'— i et i* 

On pent, en consequence, enoncer les propositions suivantes : 

Theorkme I. — Si les variables reelles x, y, s, ... onl pour limites les 
quantites fixes et determines X, Y, Z, ..., el que la fonction imagi- 
naire 

■■■) + x(x,y,s, 

soil continue par rapport a chacune des variables x, y, z, ... dans le voi- 
sinage du systeme des valeurs particuliires 

x — X, y ~ Y, s = Z, •••, 

cp(ic, y, y, s, ...) \f—~t aura pour limite 

?(X,Y,Z, ...)-t- x (X,Y,Z, 

ou, si l’on fait, pour abreger, 

y(x,y,z, ■■■) + % (*,y, 3 . ...)\/~i = T3(x,y,s ,...), 

xs(x,y, z, ...) aura pour limite 

sj(X,Y,Z, ...). 

Th&or&me II. — Designons par x, y, s, ... plusieurs fonctions reelles 
de la variable t, qui soient continues par rapport a cette variable dans le 
voisinage de la valeur reelle t = T. Soient de plus X, Y, Z, ... les valeurs 
parliculieres de x, y, s, ... correspondanles a t = T, et supposons que, 
dans le voisinage de ces valeurs particuliires, la fonction imaginaire 

™(x,y,z, ■■ - ) = 9{x,y,*j -• ■•) + x(&>y, s > - -Os /— 1 

soil en mime temps continue par rapport a x, par rapport a y, par rap¬ 
port a z, etc.; u(x,y, s, ...), consideree comme une fonction imaginaire 
de t, sera encore continue par rapport a t, dans le voisinage de la valeur 
parliculiere t = 'Y. 

Si, dans le theorkme precedent, on reduit les variables x, y, z, ... 
a une seule, on obtiendra l’enonce suivant: 
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Theoreme III. — Supposons que dans Vexpression 
ro(-») = ©(•*) 

la variable x soit fonction reelle d’une autre variable l. Concevons de 
plus que la variable x soit fonction continue de t dans le voisinage de la 
valeur particuliere t — T, et ts(x) fonction continue de x dans le voisi¬ 
nage de la valeur particuliere x = X, correspondante a t = T. Uexpres¬ 
sion imaginaire zs(x), consideree comme une fonction de t, sera encore 
continue par rapport a cette variable dans le voisinage de la valeur par- 
ticultire l — T. 


§ III. — Des fonctions imaginaires symetriques , 
alternees ou homogenes. 

En etendant aux fonctions imaginaires les definitions que nous 
avons donnees (Chapitre III) des fonctions symetriques, ou altcr- 
nees, ou homogenes de plusieurs variables x, y, s, ..., on recon- 
nait immediatement que 

<f(x,y,s, . -•Ov'—' 

est une fonction symetrique, ou alternee, ou homogene du degr6 a 
par rapport aux variables x, y, s, ..., lorsquc Ics fonctions reellcs 

• • •)> s, •• •) 

sont l’une et 1’autre symetriques, ou alternees, ou homogenes du 
degre a par rapport a ces memes variables. 


IV. — Sur les fonctions imaginaires et entie'res 
d’une ou de plusieurs variables. 


En vertu de ce qui a ete dit ci-dcssus (§ I), 


et 


?(«) + i 


9( x >y> z > ■■■) -+- X(x,y, s, ...)f— i 
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sont deux fonctions imaginaircs et entieres, I’une de la variable x, 
l’autrc des variables x, y, x, lorsque 

9(«) el <p (x,y,z,...) et xO,j, z, ...) 

sont des fonctions reelles et entieres de ces memes yariables. Par 
suite, si xx(x) representc une fonction imaginaire et entiere de la 
variable x, la valour de u(x) sera determinee par une equation de 
la forme 

ro(.r)-= ( p(.r) + x (^)v / —i' 

= a 0 -h cijx -t- . .-t- (b 0 -+- b y x + b % y/— i, 

« 0 , a,, a.,, ..., b 0 , />,, ... designant des eonstantes reelles. On 

conclura de cette equation, on reunissant les coefficients des puis¬ 
sances scmblablcs de x, 

(i) xx ( x ) zrz (ct-Q -4- b a y/— i) -4- (< 2 j + 6, y/— i^)x -+- (<2,-1- b t y/ i)a; 2 . 

Pour quo la fonction xx(x), determinee par la formule precedente, 
s’evanouissc avee x, il faut que Ton ait 


a Q H- Oq y— I — o, 

e’est-a-dire a 0 = o et b Q = o, auquel cas la valeur de xx(x) se reduit a 

m(x )-r (a i ^b l \f~)x-^r(a 1 -hb t \f^l)x i + ... 

= -+- b x y/— i -H- (a,H- 6 s y/— i)x 

Ainsi, toute fonction imaginaire et entiere de la variables, lorsqu’elle 
s’evanouit avec cette variable, est le produit du facteur x par une 
se.eonde fonction de la meme espece ou, en d’autres termes, est divi¬ 
sible par x. En partant de cette remarque, on etendra facilement les 
tbeoremes I et II du Chapitre IV (§ I) au cas oil les fonctions entieres 
qui s’y trouvent mentionnees sont en meme temps imaginaires. J ajoute 
(jue ces deux thtoremes subsisteront encore si l’on y remplace les 
valours particulieres et reelles attributes a la variable x, telles que 


'X’Ol ^lf ^* 2 1 
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par des variables imaginaires 

«0 \/— J , «x -H ^1 \/— i , 0C2 ^2 \/— 1 > .... 

Pour demontrer cette assertion, il suffit d’etablir .les deux proposi¬ 
tions suivantes : 

Theoreme I. — Siune fonction imaginaire et entiire de la variable x 
s’ evanouit pour une valeur particuliire de cette variable, par exemple 
pour 

x — a 0 -t- 1 y 

cette fonction sera divisible algebriquemenl par 


Demonstration. — En effet, soit 
bj(«) =r 9 (a?) 


la fonction imaginaire dont il s’agit. Si Ton y fait 

X zrz cCq -f- 60 \J — I - : r Z. 


z designant une nouvelle variable, on obtiendra evidemment poui 
resultat de la substitution une fonction imaginaire et entikre de s, 
savoir 

nj(ot 0 -+- 6 0 y/— 1 H- s); 


et, comme cette fonction de z devra s’evanouir pour 
clura que 

&{x) = nj(a 0 -t- 6 0 -H-s) 


est divisible par 



§0 \/— i. 


= o, on en con- 


Corollaire I. — La proposition precedente subsiste dans le cas menu 
oil la fonction x( x ) s’evanouit, c’est-a-dire dans le cas oil rz(x') s< 
reduit a une fonction reelle <p (x). 

Corollaire II. — Le theoreme precedent subsiste encore lorsqu’oi 
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suppose 6 = o, et par consequent lorsque la valeur particuliere attri¬ 
bute a la variable x est reelle. 

Theoreme II. — Si une fonction imaginaire et entiire de la variable x 
sevanouit pour chacune des valeurs particuliires de x comprises dans la 
suite 

a o+ \J— i , «!+ S, \/—i, a 2 -i- 6 2 \J — i, .a^„i \J — i, 

n designant un nombre entier quelconque, cetle fonction sera equivalente 
au produit des facteurs 

a 0 —x QCj — \J — i, x — a 2 — v/~~^ — S/t-i \/ 

par une nouvelle fonction imaginaire et entiire de la variable x. 
Demonstration . — Soit 

^(^) = ?(«) + x( a; )v / — 1 

la fonction proposee. Comme elle doit s’evanouir pour 

y/~ i, 

elle sera, en vertu du theoreme I, algebriquement divisible par 

x — a 0 — 

et Ton aura, en consequence, 

( 2 ) bt(3?) = (# — cc 0 — 6 0 \J— r) Qo, 

Q 0 designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va¬ 
riable x. La fonction rs{x) devant s’evanouir encore lorsqu’on sup¬ 
pose 

x — aj-t- 6j \/— 1 , 

cette supposition reduira necessairement a zero le second membre de 
l’equation ( 2 ), et, par consequent, l’un des deux facteurs qui le com- 
posent (voir le Chapitre VII, § II, theoreme VII, corollaire II). De 

OEuvres de C. — S. II, t. III. 
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plus, comme le premier facteur 

x — a 0 — § 0 \/ — i 

ne peut devenir nul pour 

x = cti+6i y/—"i, 


tant que les valeurs particulieres 

a 0 -t- \/— r > a l -+- §1 \/ - 1 


sont distinctes l’une de l’autre, il est clair qu’en attribuant a a; la se- 
conde de ces deux valeurs, on devra reduire a zero la fonction enti'ere 
Q 0 , et, par suite, que cette fonction entiere sera divisible algebrique- 
ment par 

x — a, — 6j — i. 


On aura done 


Qo 


/ • 

:{X — CC 1 


-6. v/-i)Qi, 


Q, designant une nouvelle fonction imaginaire et entiere de la va¬ 
riable x; en sorte que l’equation ( 2 ) pourra se mettre sous la forme 


(3) T3{x) = (x — a 0 — § 0 \J— 1 ) (x — a 4 — 6! *J— 1 ) Q,. 

- En raisonnant comme on vient de le faire, on trouvera : i° que, la 
fonction xs(x) devant s’evanouir en vertu de la supposition 

x = a 2 -+- §2 \/ — i, 

cette supposition reduit necessairement a zero le second membre de 
l’equation (3), et, par consequent, l’un de ses trois facteurs; 2 0 que 
le facteur reduit a zero ne peut etre que la fonction entiere Q,, tarn 
que les trois valeurs particulieres de x, designees par 


«oH-6o\/ — + 1 » «» -+• I , 

sont distinctes l’une de l’autre; 3° que la fonction entiere Q,, devan 
s’evanouir pour 

x — « 2 4 - 6 2 \J — 1 , 
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est algebriquement divisible par 

x — a 2 — 6 2 \[— i . 


On aura, par consequent, 

Qi — (x — a 2 — 6 2 s/~i) Q 2 

et, par suite, 

(4) &(x) = (x — oc 0 — S „ \/~i) (x — a t — 6, (x — a 2 — S 2 V^) Qs, 

Q 2 designant encore une fonction imaginaire et entiere de la va¬ 
riable x. En continuant de la meme maniere, on finira par reconnaitre 
que, dans le cas oil la fonction entiere xs(x) s’evanouit pour n valeurs 
differentes de x, respectivemcnt designees par 

“o+SoV^— !» «l+6lV/— !> H- @2 \/- I , <*„-!+ 6„_1 \j— I , 

on a necessairement 

&(x)=:(x — a 0 —6 0 \/-~">) (x — oc l — 6,\j— i) (x — « 2 —S 2 ^— — a s _,-6„_, \J— i 

Q designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. 

II est a peu pres inutile d’observer que le theoreme precedent sub- 
siste lorsqu’on suppose 

X(a:) = o 

ou bien 

6 0 =o, 6 i = o, 6 2 =o, ..., 6 rt _i — o, 

c’est-a-dirc lorsque la fonction xs{x) ou les valeurs particulieres attri¬ 
butes a la variable x deviennent rtelles. 

A l’aide des principes etablis dans ce paragraphe, on demontrera 
sans difficulte que, dans le Chapitre IV (§ I), les thtortmes III etIV, 
avec la formule (i), peuvent etre etendus au cas oiilesfonctions etles 
variables deviennent imaginaires, ainsi que les valeurs particulieres 
attributes aux unes et aux autres. On prouvera de meme que les pro¬ 
positions I, II et III, avec les formules (i) et (2), dans le § II du Cha¬ 
pitre IV, et les formules (2), ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6) dans le § III du meme 
Chapitre, subsistent quelles que soient les valeurs reelles ou imagi- 
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naires des variables, des fonctions et des constantes. Ainsi, 
exemple, on reconnaitra, en particulier, que l’equation (6) du S 
savoir 


( 6 ) 


(x-\- y) n 

i.2. 3 ... n 


x n 

i. 2 . 3 ... n 


x n—\ 

i. 2.3. . . (n — i) 



i 


x 


r 


i. 2. 3... ( n — j ) i.2.3. . .fi 


pa 

III 


a lieu pour des valeurs imaginaires quelconques des variables a? et y 


§ V. — Determination des fonctions imaginaires continues 
d une seule variable propres a verifier cerlaines conditions. 

Soit 

= + i{x) 

une fonction imaginaire continue de la variable x , o(x) et-^(x) de 
signant deux fonctions continues, mais reelles. La fonction imaginair 
ct(cc) sera completement determinee, si elle est assujettie a verifier 
pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x et y, l’un 
des equations 

(1) xs{x +y) — T3(x) + -cs{y), 

( 2 ) *n(x+y)—Gr(x)xtn(y), 

ou bien, pour toutes les valeurs reelles et positives des memes va 
riables, l’une des equations suivantes : ‘ 

(3) uy(xy) — ^s(x) -huy(y), 

(4) Er(a;/) = m(x) x ns(y). 

Nous allons resoudre successivement ces quatre equations, ce qi 
nous fournira quatre problemes analogues a ceux que nous avons d6j 
traites dans le § I du Chapitre Y. 

ProbiJme I. — Determiner la fonction imaginaire ts( pc') de maniii 
quelle reste continue entre deux limites reelles quelconques de la vc 
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riable x, et que Von ait, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
ety, 

(') +j) = ts{x) -i- rs{y). 

Solution. — Si, a l’aide de la formule 
«*(*) = ?(«) + %(*) 

on rcmplaco dans l’equation (1) lafonction imaginaire u par les fonc- 
tions reelles <p et y\ cette equation deviendra 

<pO + y) %(« -+- y) = 9(«) ■+■ xi*) + <p00 + x(y) \/~ 

puis Ton cn conclura, en cgalant de part et d’autre les parties reelles 
et les coefficients de t, 

9 ( x +y) = ?(®) + ?(y)» 
x(x-+-y) = x( a: )-+-x(y)- 

On tirera de ces dernieres formules ( voir le Chapitrc V, § I, pro- 
blemc I) 

(f(x) = X<f(l), 
x {x)=xx(i) 

et, par suite, 

(5) to(®) = #[<p(i)-1-x(i)s/— i] 
ou, ce qui revient au meme, 

(6) rn(x) =xi3{t). 

II suit do l’equation ( 5 ) quo toute valeur de v(x) propre a resoudre 
la question proposee est necessairement de la forme 

( 7 ) m(x) = (a+ b\J— i)x, 

a, b designant deux quantites constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de vs(x) verifie I’equation (1), 
quelles quo soient les deux quantites a et b. Ces quantites sont done 
deux constantes arbitraires. 
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On peut remarquer que, pour obtenir la valour precedente de u(x), 

il suffit de remplacer, dans la valeur de <p(a>) quo fournit l’equation (j) 

du Chapitre V (§ I), la constante arbitraire et reelle a par la constante 

arbitraire, mais imaginaire, _ 

a-\- b \/— i. 

Probleme II. — Determiner la fonction imaginaire rs(cc) de maniere 
quelle reste continue entre deux limites reelles quelconques de la va¬ 
riable x, et que l’on ail, pour toutes les valeurs reelles des variables x 
et y, 

(2) +y)= 73 (x)&(f). 

Solution. — Si dans l’equation (2) on fait x = o, on en tirera 

5j(o) = I 

ou, ce qui revient au meme, a cause de la formulc 
■m{x) = q(x) 4- x(x) V /I - 
9{o) + z(o)\/— 1 — r 

et, par suite, 

?(o) = i, xC 0 )^ 0 - 

La fonction y(x) se reduira done a l’unite pour la valour parti culiere 0 
attribute a la variable x; et, puisqu’on la suppose continue entre 
des limites quelconques, il est clair qu’elle sera, dans lo voisinage de 
cette valeur particuliere, tres peu differente de l’unite, par consequenl 
positive. On pourra done, en designant par a un nombre tres petit, 
choisirce nombre de maniere que la fonction <p(a?) reste constammenl 
positive entre les limites 

x — o, x = <x. 

Cette condition etant remplie, comme la quantite <p(a) sera elle-meme 
positive, si Ton fait 

P = vAp(«) 2 -t-x(a) 2 , £ = arc tang 

on en conclura 

®( a ) = ?(<*) + X(«)v/—, = p(cos£ - 1 - \J—i sinC). 
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Concevons maintenant que dans l’equation (2) on remplace succes- 
sivement y par y -+- z, puis z par s 4- on en deduira 

quel que soit le nombre des variables x,y, z, ...; si, de plus, on de- 
signe par m ce meme nombre, et que 1’on fasse 

I’equation que Ton vient de trouver donnera 

w(ma.) = [nj(a)]'"= p" I (cosm? -+- \J— 1 sinw?). 

J’ajoute que la formule 

ns (mac) — p m (cos rnZ, 4- — 1 sin/n?) 

subsistera encore si l’on y remplace le nombre entier m par une frac¬ 
tion ou meme par un nombre quelconque [*. C’est ce que 1 ’on prou- 
vcra facilement ainsi qu’il suit. 

Si dans 1 ’equation (2) on fait 


1 1 

x — - a, y = - a, 

2 J 2 


on on tirera 


=ro(a) rr p[cos? 4 -\/—1 sin?]» 


puis, on extrayant les racines carrees des deux membres, de maniere 
que les parties reelles soient positives, et observant que les deux 
fonctions <p(a:), cosa? restent positives, la premiere entre les limites 
x =~ o, x — a, la seconde entre les limites x = 0, x = £, on trouvera 



De meme, si dans l’equation (2) on fait 




I 






m 

on en tirera 
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J «)] 2 =^ Q «) = P 1 ( c °s | ^ i sin |); 

puis, en extrayant les racines carrees des deux membres, de manibre 
a obtenir des parties reelles positives, 

"(r)= 

Par des raisonnements semblables, on etablira successivement les for- 
mules 

®(|a) =p J (cos g + \f—~i sin 

'*) = ( cos 76 +^ sin Te)’ 


COS 


x sin - 


et, en general, n designantun nombre entier quelconque, 


a ) = p 2 “ [ cos (i ? )+ 1 sin (i ? )] • 

Si l’on opere sur la valeur precedente de pour en deduire celle 

de zs(j^ciJ, comme on a opere s’ur la valeur de ct(oc) pour en deduire 
celle de on trouvera 




m 

a" 


a 


m 




ou, ce qui revient au meme, 



+ x 


m 


m 




V[^i a )=P 


COS 



X 



et, par suite, 
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puis, en supposant que la fraction — varie de maniere a s’approcher 

indefiniment du nombre p, et passant aux limites, on obtiendra les 
equations 

9(p«) nrpr-cospC, x(t t<5£ ) = p^sinpS, 
desquelles on conclura 

( 8 ) tff(fxa) = pe(cosp!; + v^Isinpf). 

De plus, si dans l’equation (2) on pose 


^ = J = — pa, 

on en tirera 

ot(— pa) = = p-|i[cos(— pO + V^sint-p?)]- 

La tormule (8) subsistera done lorsqu’on y remplacera p par — p. En 
d’autres termes, on aura, pour des valeurs reelles quelconques posi¬ 
tives ou negatives de la variable x, 

(9) n(o(ir) = p x [cos£# - 4 - \J — 1 sin£.r] = [rata)] 31 . 

Si dans cette derniere formule on ecrit - au lieu de<r, elle deviendra 

a 

(10) rs{x) — p“|^cos H-\/— 1 sin = [vi( a )] a ; 

et si Ton fait ensuite, pour abreger, 

(11) P“—A, l = 
on trouvera 

(12) w(«) = A x (cosi.r-f-\/— 1 sint>^). 

Ainsi toute valeur de t^(x), propre a resoudre la question proposee, 
sera necessairement de la forme 

A x (cos bx -+- sinia?), 

A, b designant deux constantes reelles, dont la premiere ne pourra 

OEuvres de C. — S. II, t. III. 2 9 
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etre que positive. II est d’ailleurs facile de s’assurer qu’une semblabl 
valeur de vs(x) verifie l’equation (2), quelles que soient la valeur d 
nombre A et celle de la quantite b. Ce nombre et cette quantite son 
done des constantes arbitraires. 

Corollaire. — Dans le cas particulier oil la fonction 9(A) doit reste 
positive entre les limites x = o, x = 1, on peut, au lieu de supposer 1 
tres petit, prendre a = i; et Ton conclut alors immediatement de 
equations (9) et (10) 

(i3) xs(x) = |>(i)]*. 

Probl£me III. — Determiner la fonction imaginaire rs(x) de manier 
quelle reste continue entre deux limites positives quelconques de la va 
riable x, et que l’on ait, pour toutes les valeurs positives des variables ; 
ety, 

( 3 ) = &(x) -hm(y). 

Solution. — Si, a l’aide de la formule 

w(j;) = 9(«)-+- x( x ) V / — 1 - 

on remplace dans I’equation ( 3 ) la fonction imaginaire n par les fonc 
tions reelles ip et puis, que l’on egale de part et d’autre les partie 
reelles et les coefficients de V — 1 > on trouvera 

<p(^r) = ?( x ) -+- <p(y)> 

Si, de plus, on designe par A un nombre quelconque et par L 1 
caracteristique des logarithmes dans le systeme dont la base est A 
on tirera des equations precedentes ( voir le Chapitre Y, § I, pro 
bleme III) 

<p(a:) =<p(A)L(tf), 

X( x ) =X(A)L(x), 

et Ton en conclura 


04 ) 


n(x) = [?(A) + x(A)\/— 'J L(^) 
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ou, ce qui revient au meme, 

(15) ts{x) = ro(A) L(x). 

11 suit de la formule (x4) que toute valeur u(x) propre a resoudre la 
question proposee est necessairement de la forme 

(16) tz(x) = (a -+- b\J— i)L(;r), 

a, b designant deux quantites constantes. II est d’ailleurs facile de 
s’assurer qu’une semblable valeur de vs(x) verifie I’equation ( 3 ), 
quelles que soient les quantites a et b. Ces quantites sont done deux 
constantes arbitrages. 

On peut remarquer que, pour obtenir la valeur precedonte de vs(x), 
il suffit de remplacer, dans la valeur de <p(x) que fournit l’equa- 
tion (12) du Chapitre V (§ I), la constants arbitraire et reelle a par la 
constante arbitraire, mais imaginaire, 

CL —)— b — I . 

Nota. — On pourrait arriver tres simplement a l’equation (i 5 ) de la 
maniere suivante. 

. En vertu des formules identiques 

x = k. Lx , y = A h ?, 

l’equation ( 3 ) devient 

. Ts(A Lx+Lr ) = cr(A Lx ) h-bj(A l ^). 

Comme, dans cette derniere, les quantites variables Lx, L y admettent 
des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, il en resulte 
qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des variables x 
et j, 

ot(A x+ *) =ny(A x ) +&(Ar). 

On en conclura \voir\& probleme I, equation (6)] 
cj(A x ) = xtb(A 1 ) —xn j(A) 

et, par suite, 

ot( A Lx ) — rs( A) Lx 
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ou, ce qui revientau meme, 

vs(x) — to(A) Lx. 


Probleme IV. — Determiner la fonction imaginaire &(x) de mam 
quelle reste continue enlre deux limites positives quelconques de la i 
riable x, et que l’on ait, pour toutes les valeurs positives des variables 
el J. 

(4) rn(xy)—ss(x)m(y). 

Solution. — II serait facile d’appliquer a la solution de ce problei 
une methode semblable a celle que nous avons employee pour resout 
le second; mais on arrivera plus promptement a la solution cherchi 
si 1 ’on observe que, en designant par L la caracteristique des loj 
rithmes dans le systeme dont la base est A, on peut mettre I’eqi 
tion (4) sous la forme 

ro(A Lx+L ^) = ot(A L j ") sj(A Ly ). 

Comme, dans cette derniere equation, les quantites variables Lx,! 
admettent des valeurs reelles quelconques positives ou negatives, 
en resuite qu’on aura, pour toutes les valeurs reelles possibles des 1 
riables x et y, 

Bj( A*" 1 -*”) = bt(A*) bj( A^). 

On en conclura, en representant par a un nombre tres petit et 
remplaqant dans l’equation (io) du second probleme vs(x) par o(A ; 

.r 

Ts{k x ) = [cr(A a )] a . 

On trouvera par suite 

Li' 

sj(A L j; ') = [®(A“)] “ 

ou, ce qui revient au meme, 

L.r 

( l 7 ) T 3 (XI) = [CJ(A“)] “ . 

II est essentiel d’observer que.la fonction imaginaire vs(A. x ), et ] 
consequent sa partie reelle ^(A*), se reduisent a l’unite pour x = 
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ou, en d’autres termes, que la fonction imaginaire cr(ai) et sa partie 
reelle f(x) se reduisent a I’unite pour x = i. C’est ce que 1 ’on peut 
demontrer directement, en prenant dans l’equation (4), 

x = A 0 = i. 


Quant au nombre a, il doit seulement etre assez petit pour que la 
partie reelle de la fonction imaginaire w(A x ) reste constamment posi¬ 
tive entre les limites x — o, x = a. Cette condition etant remplie, la 
partie reelle de l’expression imaginaire 

rs (A a ) = cp (A a ) -+- x( A a ) \/~i 


sera elle-meme positive; et par suite, si Ton fait 

P = v/r^A*)]^- [x(A a )p, K = arc tang , 


on aura 


si(A a ) = p(cos£-+- \f — i sin?). 
Cola pose, Pequation (17) deviendra 



Kn vertu de cette derniere equation, toute valeur de vs(x) propre a 
resoudre la question proposee sera necessairement de la forme 

{ig) w(^) = « a [cos(6Laj)-t-v / —^ sin ( fcL;r )]> 

a, l) designant deux quantites constantes. 11 est aise, de plus, de s as¬ 
surer que ccs deux quantites constantes doivent demeurer entiere- 
ment arbitraires. 


230 


COURS D’ANALYSE. 


CHAPITRE IX. 

DES SERIES IMAGINAIRES CONVERGENTES ET DIVERGENCES. SOMMATION DE QUBLQUES SEW 
IMAGINAIRES CONVERGENTES. NOTATIONS EMPLOYEES POUR RKPRfiSENTBR QUELQUBS PON 
TIONS IMAGINAIRES AUXQUELLKS ON SE TROUVE CONDUIT PAR LA SOMMATION DR C 
MfiMES SERIES. 


§ I. — Considerations generales sur les series imaginaires . 

Soient respectivement 

(1) Pa, Pi, Pi, ■■■, Pa, 

( 2 ) 9o> 9\, (?2> • • •» <ln, • • • 

deux series reelles. La suite des expressions imaginaires 

(3) Pa^rqa'f^i, Pi + ?i \J— I, Pi + <? 2 \/—\ I..., Pa + qn^f—i, ■ 
formera ce qu’on appelle une serie imaginaire. Soit, de plus, 

( s n-—{pa' j r qas /—0 + (Pi + q\ \j — l) H- . . . -4- (p n ~ 1 -+- Q n -1 \/~ ') 

W .. 

— (Pa + Pi + • • --4- Pn-i) + (5 r o+9'i _ l _ ---“t - q,i-i ) V— 1 

la somme des n premiers termes de cette serie. Scion quo, pour & 
valeurs croissantes de n, s n convergera ou non vers une limite fixe, c 
dira que la serie (3) est convergente et qu’ellc a pour somme cet 
limite, ou bien qu’elle est divergente et n’a pas de somme. Lc premi 
cas aura evidemment lieu si les deux sommes 

Po ~^~Pl + • • Pn-ty 
c/o H- qi -4-. . . q n -1 

convergent elles-memes, pour des valeurs croissantes de n f vers d 
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limites fixes, et le second, dans la supposition contraire. En d’autres 
termcs, la serie (3) sera toujours convergente en meme temps que les 
series reelles (t) et ( 2 ). Si ces dernieres, ou 1’une d’elles seulement, 
deviennent divergentes, la serie (3) le sera egalement. 

Dans tous les cas possibles, le terme de la serie (3) qui correspond 
a 1’indice n, savoir 

Pn + <Jn, \J — 1 , 

est ce qu’on nomine son terme geniral. 

L’une des series imaginaires les plus simples est celle qu’on obtient 
on attribuant a la variable x, dans la progression geometrique 

* /y» ^y»2 <yi Tt 

1 , its y U' y • • • ) ^ ? * * * > 

une valeur imaginaire. Concevons, pour fixer les idees, que l’on fasse 

js — s{ cos 0 + v/—1 sin 0 ), 

s designant une nouvelle variable supposee reelle, et 6 un arc reel. La 
progression geometrique dont il s’agit deviendra 

r, z(c.os 0 -+• v/—Tsinfl), .z ! (cos20 -+- \/— 1 sina 0 ), ..., 

..., z n (cos n 0 4 - \J— 1 sinn 0 ), - 

Pour obtenir l’equation qui determine la somme des n premiers termes 
de la serie precedente, il suffitde remplacer a; par .s(cos9 -t-\/ — 1 sinQ) 
dans la formulc 

I 

l ^ x 4 - + . . .+ - 

I — X I — x 

On trouve de cette manure 

1 -+- ,s(cos(5 -+■ \J — 1 sin0) + .z* (cos 2 0 -t- \]— 1 sin 2 0) +... 
4 -s n - 1 [cos(« — i)0 + / =: Tsin(n — i)0] 

1 z n (c,osnQ H- \J — 1 sinn0) . 

~ 1 — .5 ( cos 0 •+•/-"isin 0 ) 1 —s(cos 0 + sin 0 )’ 

ct, commc, pour des valeurs croissantes de n, le module de 1 expres- 
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sion imaginaire 
savoir 


converge vers la limite zero ou croit au dela cle toute limite, suivant 
qu’on suppose la valeur numerique de 5 inferieure ou superieure a 
l’unile, on doit conclure de l’equation (6) que la serie ( 5 ) est, dans 
la premiere hypothese, une serie convergente qui a pour somme 

I 

i — z cos 0 — z sin 0 

et, dans la seconde hypothese, une serie divergente qui n’a plus de 
somme. 

La somme d’une serie imaginaire convergente s’indique, comme 
si la serie etait reelle, par la somme de ses premiers termes, suivie 
de points.... 

Cela pose, si Ton appelle s la somme de la serie ( 3 ) supposee con¬ 
vergente, et que, dans la formule (4), on fasse croitre n indefiniment, 
on trouvera, en passant aux limites, 

s — (po + 9 o\/— 1) ■+■ (Pi -+- v/— i) •+• (i , 2+ v'— 1) . 

— (Po-^- Pi-+- P2 + .) y/— 1 • 

De meme, lorsqu’on supposera la valeur numerique de z inferieure a 
l’unite, on tirera de l’equation (6), en faisant croitre n au dela de 
toute limite assignable, 

1 1 + s(cos0 + \J — i sin$) -f- 5 s (cos2 0 - 1 - \/— x sin 2 0) H-... 

__ 1 _ _ 1 — z cos 0 ■+- s sin 0 — 1 

1 — z cos 0 — z sin 6\J— 1 1 — 2 s cos 0 + z‘ 

En vertu de la formule (7), le premier membre de 1 ’equation (8) peut 
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etrc presente sous la forme suivante : 

(n- 3 cose + 3 2 cos29 + ...) -t- (5 sinS -+- 3 2 sin 2 0 +...) . 

On aura done, pour des valeurs numeriques de z inferieures a l’unite, 

^ 0 cos 9 -|— 3 2 cos 2 9 +...) + (3 sin 9 + 3 2 sin2 9 +...) \J — 1 

^ \ __ x z co s 9 3 sin 0 ,— 

( I — 2 3 COS 0 + 3 2 I — 2 3 COS 9 + 2- ^ 1 ' 

On on conclura 


(io) 


3 cos 9 -+- 3 2 cos a5 + 3 3 cos30 + ... 


3 sin 0+3* sin 26 + z 3 sin 30 + ...= 
(3 = 1 , 3 = -i— 1 ). 


t — 3 cos 9 
1 — 2 3 cos 9 + 

3 sinO 

1 — 23 cos 9 + 


Ainsi la substitution d’une valour imaginaire de x dans la progression 
geometrique 

T, X, X 1 , ..., X' 1 , ... 

suffit pour conduire a la sommation des deux series 


00 


| 1, 3 cos 9, 3 s cos 2 9 , ..., 3“ cos/iO, ..., 

( ssinO, s^sinsO, ..., 3 ,! sin«0, 


toutes les fois quo la variable 3 reste comprise entre les limites 


e’est-a-dire toutes les fois quo ces deux series sont convergentes. 

Les premiers membres des equations (xo) etant (en vertu du theo- 
reme 1, Chapitre VI, § 1) fonctions continues de la variable 3 , dans le 
voisinage de toute valeur particuli&re comprise entre les limites 


le premier membre de l’equation ( 9 ) sera lui-meme, dans le voisi¬ 
nage d’une semblable valeur, fonction continue de 3 . Or, ce premier 
membre n’est autre chose quo la somme de la serie (5), dont les dif- 

3 o 
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ferents termes restent fonctions continues de s enfre des limites quel- 
conques. En generalisant la remarque qu’on vient de faire, on obtienl 
la proposition suivante : 

TiiEORfiME I. — Lorsque les cliff events termes de la serie (3) sont des 
fonctions d’une mime variable z, continues par rapport a cette variable 
dans le voisinage d’une valeur particuliere pour laquelle cette serie esl 
convergente, la somme s de la serie est aussi , dans le voisinage de cette 
valeur particuliire, fonction continue de z. 

Demonstration. — En effct.-dans le voisinage de la valeur particu¬ 
liere attribute a la variable z, la serie (3) no peut etre convergente et 
avoir pour ses differents termes des fonctions continues de s, qu’au- 
tant que les series reelles (i) et ( 2 ) jouissent Tune et l’autre des 
memes proprietes : or, dans cette hypothese, chacune des sommes 


pd -f- Pi -f- -h ■ . ., 

<7o ■+■ ( j\ "+“ ^2 *+■ • • * 

etant (en vertu du theoreme I, Cbapitre VI, § I) fonction continue de 
la variables, il en resulte que la somme de la serie (3), savoir 

• ? = ( Po "+" P\ "+" Pi + ■••)+( f /o -+- <h -+■ c/% -t-. . .) ^— I 

sera aussi fonction continue de cette variable. 

Supposons maintenant que Ton designe par 

Po> Pl> P 2 s 

les modules des differents termes de la serie (3), et par 

cos0 o -(- \J —1 sin0 o , cos9[ -t- y 1 — 1 sin (5[, cos@ 2 -t- \j— 1 sinS 2 , ... 

les expressions reduites correspondantes, en sortc qu’on ait generale- 
ment 

1 

Pn-’rC/n'J— I = p, L ( COS 9„ 4- \! — I sin0„). 



PREMIERE PARTIE. - CHAPITRE IX. 


235 


La serie (3) deviendra 

Po (cos0„ ] sin 0 O )» 
Pi (cos0, -+-\/— i sin0, ), 

p 2 ( cos 6, — i sin 0j ), 

■ • : .. 

p„(cos0 /! + \/^ : l : sin0„), 


et l’on pourra ordinairement decider si cette serie est convergente ou 
divergente, a 1’aide du theoreme quo je vais enoncer. 

TmiORtsiE II. — Cherchez la limite ou leslimites vers lesquelles converge, 

1 

tandis que n croft indefinimenl, Vexpression (p„)'\ Suivant que la plus 
grande de ces limites sera inferieure ou superieure a Vunite, la serie (3) 
sera convergente ou divergente. 

Demonstration. — Considerons d’abord le cas oil les plus grandes 

valeurs de l’exprcssion (p„)" convergent, tandis que n croit indefini- 
ment, vers une limite inferieure a l’unite. Dans ce cas, la serie 

(i3) po, pi, p 2 , pai ••• 

etant convergente (Chapitre VI, § II, theoreme I), les series 

( po COS 0o, p!COS0,, p 2 COS0 2 , ..., P„COS0„, ..., 

I p 0 sin 0o, pisin0„ p 5 sin0 2 , ..., p„sin0„, ... 

le seront egalement (Chapitre VI, § III, theoreme IV), et la conver¬ 
gence de ces dernieres entrainera celle de la serie ( 12 ), qui n’est que 
la serie (3) presentee sous une autre forme. 

Supposons en second lieu que, pour des valeurs croissantes de n, 

les plus grandes valeurs de (p„)“ convergent vers une limite supe¬ 
rieure a l’unite. Dans cette hypothese, on prouvera, par un raisonne- 
ment semblable a celui que nous avons employe dans le Chapitre VI 
(§11, theoreme I), que les plus grandes valeurs du module 

1 

p/t— (j pi +- ql)* 
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croissent avec n au clela de toute limite, ce qui ne peut etre vrai 
qu’autant que les plus grandes valeurs des deux quantites p n , q n , 
ou au moins de 1 ’une d’elles, croissent de meme indefiniment. Or, 
comme ees deux quantites sont les termes generaux des series (i) 
et (2), on doit conclure que, de ces deux series, Tune au moins est 
divergente, ee qui suffit pour assurer la divergence de la serie ( 3 ). 

Seolie I. — Le theoreme qu’on vient d’etablir ne laisse d’incerli- 

tude sur la convergence ou la divergence d’une serie imaginaire que 

I 

dans le cas particulier oil la limite des plus grandes valeurs de (p„)* 
devient egale a l’unite. Dans ce cas particulier, il n’est pas toujours 
facile de decider la question. Toutcfois on peut affirrner que, si la 
serie (r 3 ) est convergento, les series (14). el. par suite la serie (12), 
le seront pareillement. La reciproque n’est pas vraie, et il pourrait 
arriver que, la serie (12) restant convcrgente, la serie (i 3 ) fut diver¬ 
gente. Ainsi, par exemple, si Ton suppose 

parin’ 

on obtiendra, a la place des series (12) et (1 3), les deux suivantes 
v /— •’ —"+■ o v/—• 1 > — /V 7 — 

- 0 4 

1 I I 

O? 7-1 

2 3 4 

dont la seconde est divergente, tandis que la premiere reste eonver- 
gente et a pour somme 

2 ), 

l designant la caracteristique des logarithmes neperiens. 

Sc°Ue II. — Lorsque, pour des valeurs croissantes de /?, le rapport 


P//-M 

P« 


s approche indefiniment d’une limite fixe, cctte limite est egalemcnt 
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ceile vers laquelle convergent les plus grandes valeurs de l’expres- 

1 

sion (p„)". 

Le theoreme V du § III (Chapitre YJ) est evidemment applicable 
aux series imaginaires aussi bien qu’aux series reelles. Quant au theo¬ 
reme VI du rneme paragraphe, on doit, lorsqu’il est question des series 
imaginaires, le remplacer par le suivant: 

Theori5ME III. — Soient 

\ u 0, «1, Hi, U n , . .., 

(i5) ■ 

I «’!, ..., t>„, ... 

deux series cornergentes, jnais imaginaires, qui aient respectivemenl pour 
sommes s et s '. Si chacune de ces series reste comergente lorsqu’on reduit 
ses differents termes a leurs modules respecli/s, 

( M 0 V 0 , «o«’s-r- «i t’l 4- ..., 

(«6) 

I //„<’„-h «!«»„_, + .. .4- u„v 0 , ... 

sera une nowelle serie dbnvergente imaginaire, qui aura pour somme ss. 

Demonstration. — Designons respectivement par s, n s’ u les sommes 
des n premiers termes des deux series (i 5 ), et par s" /t la somme des 
n premiers termes de la serie (16). On trouvera 

SnS,i S n — ll/i— 1 ^n- 1 {lln—l U n • • • 

+ ( U a -1 Vi -+- 2 -tM, -t- W, ). 

Designons encore par p n et p', les modules des expressions imaginaires 
u tl et v nt en sorte que ces expressions soient determinees par des equa¬ 
tions de la forme 

u n — p a { cos 8 n 4- sin e n ), 

p n — p' n (cos8’ n + sin0'„). * 

Les series reelles 

Po> Pu p 2 > •••> pm 

Po> Pi> Pa> • * • 9 Pm 


♦ • ? 
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etant convergentes par hypothese, on en conclura, comme clans le 
Chapitre YI (§ III, theoreme VI), que la somme 

p«-ip«-i-+- (pn-iP/i-2-*- P«-*P«-i) ■+■••• 

4“ (p«~l Pi + p/2-2 p2 * * + P2 P/I -2 pl P//-1 ) 

converge, pour des valeurs croissantes cle n, vers la limitc zero. II en 
sera de meme a fortiori des deux sommes 

Pn-lPn-l OOS ( @,i-i -f" ) 

4~ [Pn—1 Pi 2.-2 COS ( 1 4~ ® tl --z) 4- P«-2 Pn — l COS ( 0 n — 2 4- 0 fl . j ) | 

-+-. 

4- [pn-iPi cos(0 /t _i + 0[) -f- p/i_ 2 p 2 cos( 9,i -2 4- 0 2 ) 4 -. .. 

H- p 2 p'n-2 COS ( 02 “+* Q'n~ 2 ) 4” P'l pn 1 COS(^ 1 -4-^ { )] 

et 

pn- 1 Pn— 1 ( 0 „ — 1 4“ ^//- i ) 

4- [p«—ip «~2 sin(0 /i _i-f- 0 r n _^) 4- p //-2 p/ 2 -l sin(0 n _ 2 4- 0 /2 l )J 

4-. 

4- [pw-i Pi sin ( Q n -\ 4~ 0 t ) 4~ p//_2 p 2 sin (0 rl ~t 4- 0 2 ) 4- ... 

4- P 2 P/ 2-2 sin(0 2 4- ^„ 2 ) 4- p! sin (0, 4- 0' n t ) |, 

dont la premiere represente evidemment la parlie reelle de l’expres- 
sion imaginaire 

s n *^/2 y 

tandis que la seconde represente le coefficient tie y — i dans oetto 
expression. Par suite, s a s' a — s„ convergera aussi, pour des valeurs 
croissantes de n, vers la limite zero; et, comme v?', s’approche ind6- 
finiment de la limite ss', il faudra de toute necessity que I’expres- 
sion s] t , c’est-a-dire la somme des n premiers tcrmes de la serie (iG), 
s’approche elle-meme indefiniment de cette derniere limitc. 11 en 
resulte : i° que la serie (16) est convergente; 2 0 que cette serie con- 
vergente a pour somme ss'. 
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§ 11 . — Des series imaginaires ordonnees suivant les puissancesascendanles 

et enlieres d’une variable. 

Soit x une variable imaginaire. Toute serie imaginaire ordonnee 
suivant les puissances ascendantes et entieres de la variable x sera de 
la forme 

• (7 0 -f- bt, \j— i, («! + b, \J— i)x, (a,-t- b t \/— i)x i , 

• * * i (^-n b n 0 x n , • •. , 

a 0 , a,, a. 2 , ..., a lt , ..., b 0 , b { , b 2 , ..., b n , ... designant deux suites 
de quantites constantes. Dans le cas oil les constantes de la seconde 
suite s’evanouissent, la serie precedente se reduit a 

(i) <?„, a t x, a 2 x*, ..., a n x”, - 

Nous considercrons en particulier dans ce paragraphe les series de 
cette derniere especc. Si, pour plus de commodite, on pose 

(«) x — 5(cos64-i sinS), 

s designant une variable reelle et 0 un arc reel, la serie (i) deviendra 

( « 0 , a,3(cos0 -t- \ sin0), ^(cosafl + v/ 1 -! sina0), ..., 

(3) / _ N 

( a n z n (c6snQ -+- y — i sinnd), - 

Soit mainlcnant, comme dans le Chapitre VI (§ IV), A la plus grande 
des limites vers lesquelles converge, tandis que n croit indefiniment, 
la racinc n ii me de la valeur numerique de a. n . La plus grande des limites 
vers lesquelles convergera dans la meme hypothese la racine n' eme du 
module de 1’cxpression imaginaire 

ct n x n ~ u n z n (cos n 0 i sin/10) 

sera equivalcnte a la valeur numerique du produit 

As; 

et cn consequence (voir ci-dessus le § 1 , theoreme II) la serie ( 3 ) sera 
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convergente ou divergente suivant que le produit As aura une valeur 
numerique inferieure ou superieure a l’unite. On deduit immediate- 
ment de cette rcmarque la proposition suivante : 

Theorems I. — La serie ( 3 ) est convergente pour toutes les vaieurs de z 
comprises entre les limiles 


et divergente pour toutes les iwleurs de z situees hors des mimes lunites. 
En d’autres termes, la serie (i) est convergente ou divergente suivant que 
le module de Vexpression imaginaire x est inferieur ou superieur a -p 

Scolie. — Lorsquc la valeur numerique du rapport —— converge, 

pour des vaieurs croissantes de n, vers une limite fixe, cette limite est 
precisement la valeur de la quantite positive designee par A. 

Corollaire I. -r En comparant le theoreme precedent au theoreme I 
du Chapitre VI (§ TV), on reconnaitra que, si la serie (i) est conver¬ 
gente pour une certaine valeur reelle de la variable x, elle demeurera 
convergente pour toute valeur imaginaire dont cette valeur reelle 
serait, au signe pres, le module. Par suite, si la serie (i) est conver¬ 
gente pour toutes les vaieurs reelles de la variable x, elle restera con¬ 
vergente, quelle quo soit la valeur imaginaire que l’on attribue a cette 
variable. 

Corollaire II. — Pour appliquer le theoreme T et le precedent corol¬ 
laire, considerons les quatre series 


(7) 




• • * i u t 

•••* 

F- 

i ’ 

Pip — ')#* 

1.2 9 

p(p — i)---(P — " + 0 

1.2.3.../> 

• • •? 

X 

— 5 

I 

X 1 

1.2 

x n 

' • * ? .) 5 

l .2.6. . .11 

• * * i 

X, 

X 2 

2 ? 

, x n 

' • m 7 - - 7 

n 

. . ,y 
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p. designant dans la soconde une quantite quelconque. De ces quatre 
series les deux premieres, ainsi que la derniere, restent convergentes 
pour toutes les valeurs reelles de x comprises entre les limites 

X — — \, X — -t-1, 

et la troisieme pour des valeurs reelles quelconques de la variable x. 
Mais si, au lieu d’attribuer a x une valeur reelle, on suppose 

x = .s(cos0 -t- — t sin©), 

a la place de ees quatre series, on obtiendra les suivantes 

i, ,s(eosO -+- \J— i sinO), .s , (cos2 0 -+- \j— i sin20), 

..., z n ( COS n 0 sj — i sin /z @), 

i, — s(cosO 4- \/-^Tsin0), —-—- s 2 (cos26 + v /f — i sin20), ..., 

1 1.2 

. ^ - z n (c,o$n6 sj — i si nnQ), ...; 

S (cos 0 -f-v/^ 7 sin 0 ) z 2 ( cos 2O \/— i sin2 0) 

—:-—.———, • • * ? 

1 1 .a 

z n (cosn6 -t-V —1 sinn0) 

•••’ 1.2.3 ...n ’ 

s(cos(? -+- \J —1 sin 0) g 2 ( c os 2 Q -+■ ^— i sin 2 9) 

- , — — 2 

# 

, z n ( cos n 9 - 4 - d— 1 sin n 9 ) 

“4“ --- ------^-— J ■* ^ • 

' ‘ *’ ll 

dont les deux premieres ct la dernifere resteront convergentes pour 
toutes les valeurs de z comprises entre les limites 

Z- — I, z—-\r I, 

tandis que l’avant-defniere sera toujours convergente, quelle que soit 
la valeur reelle do s. 

Apres avoir fixe les limites entre lesquelles il faut renfermer s pour 
rendre la serie (3) convergente, nous ferons remarquer que, en vertu 

OEuvres de C . — S. II, t. HI. ^ * 
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des principes etablis dans le paragraphe precedent, les theor'emes III, 
IY et Y du Chapitre VI (§ IV), avec leurs corollaires, peuvent etre 
etendus au cas ou la variable x devient imaginaire. On devra settle¬ 
ment admettre, dans 1 ’enonce du theoreme IV, que chacune des series 

a 0 , | 

j ... 

reste convergente lorsqu’on reduit ses differents termes non plus a 
leurs valeurs numeriques, mais a leurs modules respectifs. Cela pose, 
si Ton designe par ot(p) ce que devient le second membre de l’equa- 
tion (i 5 ) (Chapitre VI, § IV), lorsqu’on attribue a x la valeur imagi¬ 
naire 

,s(cos$ -f- \J — i sin$), 
ou, en d’autres termes, si Ton fait 

( 12 ) = i -t- ^s(cos0 \j— i sin d) + 2 ■ sS (cos29-i-\/— i sin29) +. 

on trouvera, au lieu de la formule (16) (Chapitre VI, § IV), la sui- 
vante : 

(r3) = + 

II est essentiel de remarquer que cette derniere formule subsistera 
uniquement pour les valeurs de z comprises entre les limites z — — 1, 
5 = +1, et qu’edtre ces limites la fonction imaginaire ct(p), c’est- 
a-dire la somme de la serie (9), sera en meme temps continue par rap¬ 
port a s et par rapport a p ( voir ci-dessus le § I, theoreme I). 

Concevons a present qu’au lieu de la serie (9) on considere genera- 
lement la serie ( 3 ), et que dans cette derniere on fasse varier la valeur 
de s par degres insensibles. Tant que la serie ( 3 ) sera convergente, 
c’est-a-dire tant que la valeur de s restera comprise entre les limites 

1 1 

_ a’ + a’ 


la somme de la serie sera une fonction imaginaire continue de la va- 
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riable z. Soit u(s) cette fonction continue. L’equation 

= « 0 + «is(cos0 4- y/— i sin0) 4 - a t z i ( COS2 0 4 - y/— i sin 2 9) - 1 -... 

subsistera pour toutes les valeurs de s renfermees entre les limites 
— 4 - ce que nous indiquerons en ecrivant ces limites a cote 

de la serie, comme on le voit ici: 

(i 4 ) vs(z)=. a 0 4- a x z (cos 0 4- y/— 1 sin 0 ) 4- a 2 .s ! (cos2 0 4- y/— 1 sin 2 0 ) 4-... 

(s = -i, * = + {)• 


On doit observer que l’equation precedente equivaut toujours a deux 
equations reelles. En effet, si l’on pose 

(i5) ®(*) — ?(-) 4-x(-s)v /::r i» 


s(s) et %(z) designant deux fonctions reelles, on tirera de l’equa¬ 
tion (14) 


(16) 


cp(z) = a 0 ~b a x z cos 0 4- a % z- cos 2 0 
X(z) — cl x z sin# 4- a % z 2 sin20 -k .. 
/ i _ i\ 


A’ 


Lorsque la serie ( 3 ) est donnee, on peut quelquefois en deduire la 
valeur de la fonction vs(x) sous forme finie, et c’est la ce qu’on appelle 
sommer la serie. Nous avons deja, dans le § I, resolu cette question 
pour la serie (8). Nous allons maintenant chercher a la resoudre pour 
les series (9), (10), (xi); et, en consequence, nous traiterons l’un 
aprfes l’autre les trois problemes qui suivent. 

Probl£me I. — Trouver la somme de la serie 


(9) i, ^s(cos0 4 -y/—isin0), (cos26 4- y/- 


1 sin 2 


e). 


dans le cas ou l’on attribue a la variable z une valeur comprise entre les 
limites 


m 
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Solution. — Soit cr([x) la somme clierchee. En designant par u.' une 
quantite reelle differente de (/., on trouvera 

(i3) = 

L’equation precedente, etant semblable a Tequation- (2) du Cha- 
pitre VIII (§ V), se resoudra de la meme maniere; et Ton en conclura 

nj(fjL) — rV-(cos[it -1- ^— 1 sin 

Ie module r et Tangle t etant deux quantites constantes par rapport 
a p., mais qui dependent necessairement de s et de 0 . On aura done, 
entre les limites s = — 1, z = h- i , 

( 1 -+- — 2 (cos 9 + \J —1 sin$) -4- —— 2* (cos 26 -1- \J— 1 sin2 0) .. 

(17) j 1 r - 2 

( = /-^(cosf-U -t- —i sin/xi). 

Pour determiner les valeurs inconnues de r et de on fera, dans 
Tequation (17), p.= 1, et Ton en tirera 

1 -h 2 cos 6 -t- 2 sin0y/— 1 z= r cos t r sin t\J — 1 

ou, co qui revient au meme, 

I 4 --COS 0 = /■ cos t, 

2 sin0=r /■ sini. 

On trouvera par suite 

i 

/■"( 14- 2 z cos 9 4- £ 2 ) 2 ; 

puis, en observant que cos/ = — ^ cos - reste positif pour toute va- 

leur numerique de s inferieure a Punite, et designant par k un nombre 
entier quelconque, 

. . £ sin# , . 

t^= arc tang-—- „±2kTz. 

0 1 -+- is cos Q 

Cela pose, si Ton fait, pour abreger, 

/ T o\ t zsm 6 

l 18 ) s = arc tang- 

. 0 1 - 4 - 5 cos S 
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l’equation (17) deviendra 

I + 7 3 (cos6i + v / — 1 sin6) 4- ^~~^(cos20 + ^/^Tsin^O) +... 

1 

~ (i-h 2 z cos 6 z^)' 1 ^ (cosfU + [/— 1 sin/ju) 

( 5 —• 1 > - s=- i -1 )) 

la valeur de 1 etant determinee par la formule 

(30) t ~ S ± ■>, A' 7 T, 

dans laquellc lc nombre entier k ne peut dependre que des quantites 
3 ot 0 . 

Rcmarquons a present que le premier membrc de l’equation (19) 
est, entrc les limites 3 = —1, s = + i, une fonction continue de 3, 
qui varic avec 3 par degres insensiblcs, quelle que soit la valeur de p. 
Le second mcmbre de l’equation devra done jouir de la meme pro- 
prlete, ou, on d’autres termes, les quantites 

(l +• 2 3 COS0 4- 3 2 ) 2 COSf It, 

(1 

(i + 2s cos 0 - 4 - 3 2 )* sinp£ 
et, par consequent, les suivantes 

cos [it, sinpf 

devront varicr avec 3 par degres insensiblcs, pour toutes les valeurs 
possibles de p. Or cctte condition ne peut etre remplie que dans le cas 
oil t lui-meme varic avec 3 par degres insensibles. En effet, si un 
aecroissemcnt infinimont petit de 3 produisait un accroissement fini 
dc 1, de maniere a changer t &n t + a, a designant une quantite finie, 
les cosinus et sinus des deux arcs 

lit, fi(t-t-a) 

ne pourraientdemeurer sensiblement egaux, qu’autant que la valeur 
num6rique du produit pa serait a tres peu pres un multiple de la cir- 
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conference, ce qui ne peut etre vrai que pour des valeurs particulieres 
du coefficient p, et non pas generalement pour des valeurs finies quel- 
conques de ce coefficient. On doit done conclure que l’arc * = .s± 2 Air 
est fonction continue de z; et, comme des deux quantites s, k, la pre¬ 
miere, determined par l’equation (iB), varie avec s d’une maniere 
continue entre les limites z = — 1, z — - 1- 1, tandis que la seconde, 
assujettie a rester toujours entiere, n’admet que des variations finies 
d’une ou de plusieurs unites, il est clair que, pour satisfaire a la con¬ 
dition enoncee, la quantite s devra varier toute seule, et la quantite k 
demeurer constante. Cette derniere quantite sera done independante 
de z, et, pour jen connaitre la valeur dans tous les cas possibles, il suf- 
fira de la chereher en supposants = o. Comme on a, dans cette hypo- 
these, s = o, t — ± 2ktz, on tirera de 1’equation (19) 

i = cos(2^p7i) ±:\J —i sin(a^pTC), 

quelle que soit la valeur de p, et par suite 

k — o. 

Cela pose, la formule (20) donnera generalement 

t = s, 

et l’equation (19) se trouvera reduite a 

( 1 -t- - -(cos0 -+- \J— 1 sin@) 4- —— z 2 (cos2 Q 4- \J— 1 sinad) +••■ 

(21) 1 i - 2 

1 1 

( = (1 4- 25 cos0 4- 5 s ) 2 (cosps 4- \J —V sinp.s), 

(*=—*> 5=4-1). 

De plus, si Ton a egard a la formule (27) du Chapitre YII (§ IV), on 
reconnaitra facilement que le second membre de 1’equation (21) peut 
etre represente par la notation 

[14- s(cos (5 4- \J— i sinS)]^. 

On aura done, en supposant toujours la valeur de s comprise entre les 




subsistera, non seulement si 1’on attribue a la variable x des valeurs 
reelles comprises entre les limites — i, 4-1, mais encore si Ton fait 

x ■=. s(cos 8 4 - v/— i sin0), 

la valeur numerique de s etant inferieure a l’unite. 

Corollaire I. — La formula (21), comme toutes les equations imagi- 
naires, equivaut a deux equations reelles, qu’on obtient en egalant de 
part et d’autre les parties reelles et les coefficients de \f—i. On trou- 
vera de cette manibre 

i n- -5COS0 4- -— 3 s COS20 +. . .= (l + 25 COS0 4- S S ) S ^COSfW, 

I 

-s sin0 4 - —— a* sin 2 0 4 -.. .= (1 4- 2 s cos 0 4 - sinus 

1 1.2 ' ‘ 

{z — — 1 , 5 = 4 - 1 ) 

la valeur de s etant toujours determinee par l’equation (18). 

Corollaire II. — Si dans les formules (22) et (23) op pose p. = — 1, 
et que l’on y remplace z par — z, on obtiendra les equations (8) et 
(10) du § I. 

Corollaire III. — Si Ton pose 9 = ^ ou, ce qui revient au meme, 


cos0 = o, 


sin 9 = i, 
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la valeur de s, donnee par la formule (18), deviendra 

s = arc tang^, 

et restera comprise entre Ies limites — H- j pour toute valeu 
numerique de z inferieure a l’unite. Dans la memo hypoth&se, oi 
aura evidemment 


(I -f- 2 Z COS 6 -f- ) 


= (s6cs)^~ 


x 

(COS5)^’ 


et 1’on tirera des equations ( 23 ), mais seulemcnt pour les valeurs de , 
comprises entre les limites dont il s’agit,. 


cosfru — cos^s — - u — 7 ' cos ^ -2 5 sin 2 5 


I ,2 


( 2 4 ) 


— (fj.— 2 )(|JL— 3) 


I .2.3.4 


cosi x " 4 .s‘ sin 4 .? ■ 


Sin fJLS : 


P- 


cos* 1-1 ,? sin.9 — 


P(P- — — a) 

1.2.3 


cos ^"" 3 .9 sin 3 .9 -4-.. . 


71 

V 


s — 4- 


Par consequent, si dans les formules (12) du Chapitre YII (§ II) on 
remplace le nombre entier m par une quantite quelconque jx, ces for¬ 
mules, qui avaient lieu pour toutes les valeurs rcclles possibles de 
1 arc z, ne seront plus vraies generalement que pour des valeurs 
numeriques de cet arc inferieures a ~ 

4 

Probleme II. — Trouver la somme de la serie 


( io ) 1, y( cos ® ■+-*/—1 sin#), ^-^(cos2# -i- \J —1 sin2 0 ), ..., 

quelle que soil la valeur numerique de z. 

Solution. - Si dans les equations (18) et (21) on remplace z par as 
et p. par -> a designant une quantite infiniment petite, on trouvera, 
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pour toutcs les valeurs de as comprises entre les limites - i, + i, ou, 
ce qui rcvicnt au meme, pour toutes les valeurs de s comprises entre 
les limites — 4- I, 

a a. 


| iH- j (cosG + \/— i sin 6) 4- — (cos 28 4- v'— x sin 2$) (1 — a) 
(s 5 ) * 4- (cos 30 4- v/— -I sin 30 )(i —a)(i — 2a) ■+•... 


= (i + 2 az cos 0 4 - a 2 z-) 2<x ( cos - 4- d— i sin - 

v a' y a 


l’arc s etant determine par la formule 


(. 6 ) 


s t™ arc tang 


az smfl 
I 4~ az COS 6 


Simaintenant on fait decroitre indefiniment dans l’equation ( 25 ) la 
valour numerique de a, on trouvera* en passant aux limites, 


(* 7 ) 


i 4 - ~ (cos 0 4 - v 7 — 1 sin$) -f- ~ (cos 2 6 4- \J— 1 sin 2 8 ) 
4- —■—^ (cos 3 0 4- \J — 1 sin 30 ) 4 -... 


- lim 


(14 - 2 az cos 9 4 - a' 


2 rr‘l V 2a 


cos - 


V- IS h4)] 


(5= — oo, js = 4-Qo). 

II roste a chercher la limite du produit 


(1 4 - 2 ass cos 9 4 - a*5*)*“ ^cos ^ 4-v 7 — 1 sin 

et, par consequent, celle de chacune des quantites 

JL s 

(1 4- 2 as COS0 4- a-z 2 y la , -• 

Or, en premier lieu, si Ton fait 

2azc,0$9 + a-z-"$, 
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(IH- 2 a- COS 0 -+- 3£ 2 



(i-t-6) 


et, par suite, 

, r lira (= cos 0 + ^-J 

]im(i 4- cos# 4- x-z-y 1 *— [ lim(i 4- 6)^ J —: 


De plus, la valeur de s donnee par Fequation (26) etant infiniment 
petite, le rapport 

,9 1 

- ~ - COS 

tang .9 sms 


.v 


aura pour limite 1’unite; et, comme on tiro de 1’equation (26) 

tangs _ ssin(5 
a 1 —j— ccz cos 0 5 

s _ s z sin 0 
a langs i a z cos , 

on trouvera, en passant aux limites, 

~ z sin$. 

Cefa pose, il est clair que le second membre de Fequalion ( 25 ) aura 
pour limite Fexpression imaginaire 

e aco * e [cos(3sinff) -4- v/— i sin(3sin0)I, 
en sorte que la formule ( 27) deviendra 

j 1 7 (cos 6/ 4 - \I— 1 sin 9 ) —- (cos 2 9 4- sj — 1 sin 2 0) 4-.. . 

( =e seos0 [cos(r sin5) 4 - sin(s sin8)] 

(z ~—cc, 5 = 4 - 00 ), 

la valeur de la variable reelle s etant completement arbitraire, puis- 

qu elle peut etre choisie a volonte entre les valeurs extremes z = — oo, 
s = 4- x. 
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Corollaire I. — Si, en comparant les deux membres de [’equa¬ 
tion (28), on egale dc part et d’autre : i° les parties reelles; 2 0 les 
coefficients de v — 1, on obtiendra les deux equations reelles 

i 1 -t- - cos 6 h -cosaS 4- ... — e z | ’ 0S ® cos (3 sinS), 

( 29) 

- sin 6 4- — sin 2 9 4 -. . .= e= cos9 sin (3 sin 6) 

\ l 1.2 v ' 

(3=;—00, 5 — 4-00). 

Corollaire II. — Si 1 ’on suppose 0 = ^ ou, ce qui revient au merae, 

cos $ — o, sin0 = 1, 
les equations (29) deviendront 



Ces dernieres subsistant, aussi bien que les equations (29), pour des 
valeurs reelles quelconques de z, il en resuite que les fonctions sins 
et coss sont toujours developpables en series ordonnees suivant les 
puissances ascendantes de la variable qu’elles renferment. Comme 
cette proposition merite d’etre remarquee, je vais la demontrer ici 
directement. 

La serie 

X X 2 


etant convergente pour toutes les valeurs reelles possibles dc la 
variable x, restera convergente (en vertu du theor&me I, corol¬ 
laire I) pour des valeurs imaginaires quelconques dc cette meme 
variable. Si 1 ’on multiplie la somrae de cette serie par la somme de 


(32) 


252 COURS D’ANALYSE. 

la serie semblable 


en ayant egard a la fois au theoreme III da § I ct a la formule (6) du 
Chapitre VIII (§ IV), on trouvera, potir toutes les valeurs possibles 
reelles ou imaginaires attributes a x et a y, 


(3i) 


X ■ x 2 

J — _j_ - 

I 1.2 


I _l_ — —I— 


/!_ 

I . 2 


= I -+- 




^L±z): 

I . 2 


Lorsque, dans I’equation qui precede, on remplace x par x\j — i el 
y par y\j— i, on obtient la suivante 


' 1 x \J— i x 2 x 3 y/— i \ / y \j~- \ y- j* \J—i 

\ ' i i. 2.3 ~ l_ " / l^ 1 + , i.a 1.2.3 

_ , + + _ (^+/) 2 _ 

X 1.2 " 


dans laquelle on pourra, si Ton veut, supposer reelles les variables x 
et y. Faisons, dans cette hypothese, 


w(,t;)==h- 


x 


i 


L’equation ( 32 ) deviendra 


X' 2 X 3 \J — 1 

1.2 1.2.3 


^(•*)ro(7) y); 

etl’on en conclura [coirle Chapitre VIII, § V, equation (ta)| 

©(^^A^cos^ + vZ-T sin bx) 
ou, ce qui revient au meme, 


(33) 


x + 


x 3 \J- 


1 1-2 1 . 2.3 1 . 2 . 3.4 

: A* (cos6a; + ^—7 sin bx) 

(x=—cc, x = ~hao), 
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les iettrcs A et b represcntant deux constantes inconnues dont la pre¬ 
miere est necessairement positive. On aura par suite 


(34) 


X* 


1.2 I .2.3.4 

X X 3 

I 1.2.3 


: A x cos bx, 
: sin bx 


(X: 


•00, x =-h cc). 


Pour determiner les constantes inconnues A et b, il suffira d’observer : 
i° quc les formulcs ( 34 ) doivent subsister lorsqu’on y change x en 
— cc, et que, pour remplir cctte condition, il faut necessairement sup- 
poser 


par consequent 


A*^: h~ x , 
A — i; 


2 0 quo, si, aprfes avoir divise par x les deux membres de la seconde des 
formulcs ( 34 ), on fait converger la variable x vers la limite zero, le 
premier membro convergera vers la limite 1, et le second membre, 
savoir 

,„sin£>a: .^sin&a: , 

A*-= k x -x b, 

x bx 

vers la limite b; d’ou resulte l’equation 

b = i. 

Ccla pose, les formules ( 33 ) et ( 34 ) deviendront respectivement 


(35) 


( , 4- x 'f~ l _ + . 

] 1 1.2 1.2.3 1. 2 . 3.4 

= cosx-h- sj~~ x sin# 

(x = — 00, 3? m 4- 00); 


(36) 


1 .2.3.4 


: COS#, 


X* 


-4-... = sin x 


I 1.2.3 
(x =rz — 00, a? = 4 -00). 
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Si dans Ies deux demises on remplace la variable x par la variable s 
on retrouvera les formules ( 3 o). 

II estessentiel d’observer que I’equation ( 35 ), lorsqu on y supposi 
x = s sin0, fournit le developpement de 


cos(s sin0) -+- V y — 1 sin(s sin0) 

suivant les puissances ascendantes de s. Si Ton multiplie cc develop 
pement par celui de 

qZ COS 0^ 

en avant egard a la formule ( 3 1), qui subsistc pour toutcs les valour 
reelles et imaginaires des variables qu’elle rcnlerme, on obtiendr 
precisement l’equation (28). 

Probl^me III, — Trouver la somme de la serie 


(") 


| -(cos 9 + \ /> — 1 sin$) — -- (cos 2 0 4 - y/~- * sin 2 0 ), 
< 

j + y (cos30 + \ ; —1 sin30) —... 


dans le cas ou Von altribne a la variable z une valeur comprise entre U 
Umiles 


Solution. — Si Ton prend a l’ordinaire la lettrc / pour la caracteris 
tique des logarithmes neperiens, on aura 




et par suite l’equation (21) pourra etre mise sous la forme 

~s(cos 9 + \J— 1 sin 0 ) - 4 - —ll s s (cosa 0 4- v — 1 sin20) 

I 1.2 v 


I -+* 


- |A/(1-|-2scos9 4-j3S) , - - v 

: e ~ (cosps -h i sin/u. s) 


(z — — 1 , £ — -4-i), 
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la valeur de s etant toujours donnee par la formule (18). Si dans 
l’equation precedente on developpe les deux facteurs du second 
membre en series convergentes ordonnees suivant les puissances 
ascendantes de p, puis, que l’on effectue le produit des deux deve- 
loppements a 1 ’aide de la formule ( 3 i), on trouvera 

i -+- -~.s(cos0 -4- \J— i sin0) + 2 ^ --~(cos 26 -t- v ; — 1 sinafl) -t-... 

— 1 -+- y [l ((• 25 c°s3 4 - z-) h-.sv/^7J 

■+■ [| /(i -t- 2 3 COS0 4- 5 2 ) H- S — X J 2 -t- . . . 

— — i, z = 4- i). 

Enfin, si, apres avoir retranclie l’unite de chaque membre, puis divise 
les deux membres par p, on fait converger la quantile p vers la limite 
zero, on obtiendra l’equation 

; ^ ^ ^2 _ 

- (cos0 + i/— i sin0) — — (cos2#4- i sinaff) - 4 -... 

(3 7 ) ’ 1 2 • 

( = \ /(H- 2.Z COS0 4-~ 2 } +S\J— I 

(5 ==— Z—+l). 

Corollaire I. — Si 1 ’on egale, dans les deux membres de l’equa- 
tion (37) : i° les parties reelles; 2 0 - les coefficients de \j— 1, et que 
l’on remette pour s sa valeur determinee par la formule (18), on 
obtiendra les deux equations reelles 

~ COS 2 Q 4- y COS30 —.= \ [{t -+- 23 COS 6 -4- 3*) r 
z- . s 3 • ssin6 

T sin a9 h- y sin 3 fl -... = arc tang q;.'r c0 ^ 



( Z — I, Z — -hi). 



256 


COURS D’ANALYSE. 


Corollaire II. — Si Ton suppose 0 = ^ ou, ce qui revient au meme, 


cos 8 — 0 , sin0r=i, 


la seconde des equations (38) deviendra 

(39) - —^ ^—-- — arc tangs (s — — i, s= + i). 

La serie qui forme le premier membre de eette derniere equation 
etant convergente, non seulement pour toute valeur numerique de s 
inferieure a l’unite, mais aussi lorsqu’on suppose z = i (voir le Cha- 
pitre VI, § III, theoreme III), il en resulte quo l’equation subsistera 
dans cette derniere hypothese; et, commc on a d’ailleurs 


on en conclura 
(4o) • 


arctang(i) = y, 
4 



I 

5 


TT 

V 


La formule (4o) pent servir a calculer par approximation la valeur 
de tc, c’est-a-dire le rapport de la circonference au diametrc. 


§ III. — Notations employees pour representer quelques /auctions 
imaginaires auxquelles on est conduit par la sommalion des series 
convergentes. Proprietes de ces mimes fonctions . 

Gonsiderons les six notations 

A*, sin#, cos#, 

L#, arc sin#, arc cos#. 

Si Ton attribue a la variable x une valeur reelle, ces six notations 
representeront, comme Ton sait, autant de fonctions reelles de x , 
qui, prises deux a deux, seront inverses Pune de l’autre, c’est-a-dire 
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donnees par dcs operations inverses, pourvu toutefois que, A desi- 
gnant un nombre, L exprime la caracteristique des logarithmes dans 
Ie systeme dont la base est A. II reste a fixer le sens de ces memes 
notations, dans le cas oil la variable x devient imaginaire. C’est ce 
que nous ferons ici, en commengant par les trois premieres. 

On a prouve que, dans le cas oil la variable x est supposee re ell e, 
les trois fonctions representees par 

A*, sin#, cos# 

sont toujours developpables en series convergentes ordonnees suivant 
les puissances asccndantes et ontieres de cette variable. On aura, en 
cffet, dans cette hypothese, 


(0 


tr xlk 

A' r i ■+•-1---- 

I 1.2 


X 1 X ,¥ 

\ COS.r := i---1- / 

1.2 I.2.3.4 


I 1.2.3 


# 3 (/A )* 

1.2.3 


la caracteristique l designant un logarithme neperien. De plus, comme 
(en vertu du tlieoremo I, corollaire I, § II) les series qu’on vient de 
rappeler rcslent convergentes pour toutes les valeurs reelles ou ima- 
ginaircs de la variable x, on est convenu d’etendre les equations (i) a 
tous les cas possibles, et de les considerer comme pouvant servir a 
fixer, lors memo que la variable devient imaginaire, le sens des trois 
notations 

A**, sin#, cos#. 

Obscrvons maintenant que, si dans la premiere des equations (i) 
on fait 

.A = e, 

e designant la base des logarithmes neperiens, on en tirera 
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puis, en ecrivant successivement, au lieu de #, xlk, #y—i 
— x \j— i, ' 


(3) 


fi-T l A 


xlk X~( Ik)- X 3 ( Ik ) 3 

-!-‘- L ~i--- 

I 1.2 1 . 2.0 


' 


>sc \f— i 




1.2 1 . 2.3 


\/ 1 + ♦ • * 9 


- \j- 


x 2 x s >- 

--^ — i -4- .... 

1.2 I.2.3 v 


On aura par suite 

/ e rIk — k x , 

(4) . 

' e x ^ 1 ~ cos x - 4 - \j — 1 siiicT, 

( = cos.r — y/— 1 sinx, 


la variable x pouvant toujours elre ou reellc, ou imaginaire. De plus 
l’equation (3i) (§ II) donnera, quels que soient x et y, 

( 5 ) e x er=e x+ y. 


Cela pose, il deviendra facile d’obtenir sous forme finie les valeurs cl 
A*, sin# et cos# correspondantes a des valeurs imaginaires de I 
variable #. En effet, si 1’on suppose 

(6) x — a + 6\/—i, 

a, 6 representant des quantites reelles, on conclura des deux pr< 
mieres equations (4) jointes a l’equation (5) 

(7) A*= e rlk — 1 ) <A —. gaiAjou^i — A a (cos6 ZA + \/ — isinS/A), 


et des deux dernieres equations ( 4 ) 


( 8 ) 




COSX : 


sm«: 


.2 


eW- 1 — 


iV /- 


puis, en remettant pour # sa valeur a S \J— i, et developpant 1< 
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( 9 ) 


COS .a? : 


Sin X : 


e g 4- e ~ 6 


cos a 


sm a 


e° — e~ 


sm a \j — 1 , 


cos ay — i 


; cos^ j — a - 6 v /~1 


xAinsi, dans 1 ’hypothese admise, les trois notations 

A*, sin#, cos# 

designent respectivement les trois expressions imaginaires 
A a (cos6 / A 4 - v 7 — 1 sin6 Ik), 


(ft _i__ g—o ' go — a~~° 


sm a ■ 


cos a sj — 1 , 


4 - 


gU _ g -V f _ 

cos a — --— sin ecu — i. 

•2 2 
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Dans la merne hypothese, si Ton fait 

A ~ e, 


l’equation ( 7 ) fournira pour la notation 


e* 


la valeur suivante 


e“(cos6 •+- \j — 1 sinS). 


Les valeurs des trois fonctions 


k x , sinx, cosx 

sc trouvant fixees par ce qui precede, dans le cas oix la variable x 
devient imaginaire, nous avons encore a chercher quelles definitions 
on doit donner, dans le meme cas, des fonctions inverses 


Lx, arc sin x, arccosx 
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ou plus generalcment quel sens on doit alors atlribuer aux notation 
L((«)), arcsin((>)), arccos((>)). 

Supposons toujours 

x— —I— S V'’ — 1 — P ( cos ® ■+■ v/'~ ■ 1 sin 0), 

a, S designant deux quantites reelles qui pcuvent elre remplacees pa 
le module p et 1’arc reel 0. Toute expression imaginairo u -+- v \j — 
propre a verifier I’equation 

(10) a k+ 1 'V _1 — st+S \J — 1 -2 x 

sera ce qu’on appelle un logarithm?, imaginaire do x pris dans lc sys 
teme dont la base est A. Comme 1’equation (ro) fournit, ainsi qu ’01 
le verra ci-apres, plusieurs valeurs de u -+- v\j — 1 , dans lc oas mem 
oil S se reduit a zero, il en resulte quc toute, expression, soit imagi 
naire, soit reelle, a plusieurs logarithmcs imaginaires. Lorsquc I’m 
voudra designer indistinctement un quelconque de ces logarithme 
(parmi lesquels on doit comprendrc lc logarithme reel, s’il y en a) 
on emploiera la caracteristique Lou / suivie de doubles parentheses 
en avant soin d’enoncer dans le discours la base du systeme. Nou 
choisirons de preference la caracteristique l, lorsqu’il s’agira de loga 
rithmes neperiens pris dans le systeme dont la base est e. En vertu d 
ces conventions, les divers logarithmcs des quantites reelles ou exp res 
sions imaginaires 

1, —1, a — 1, x 

se trouveront respectivement designes, dans le systeme dont la lias 
est A, par 

b((i)), L((— 1)), L((a -+- 6 \f — 1)), L((.r)) 
et, dans le systeme neperien dont la base est e, par 

'((•)), *((-0), l((« + Gs/.— i)), /((.r)). 

Cela pos6, pour determiner ces divers logarithmcs, il suflira de re 
soudre les problemes suivants. 
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PROBLibiE I. — Trouver les diverses valeurs reelles ou imaginaires de 
1’expression 

/((!))• 

Solution. — Soit u-’rvsj—i 1’une de ces valeurs, u, v designant 
deux quantites reelles. On aura, d’apres la definition meme de l’ex- 
pression /((i)), 

(,,) e'‘ + ‘V~ 1 = i 

ou, ce qui revient au meme, 

e" (cos v H- \j — i sin e) — i. 

On tirera de cette derniere equation 

e"---::,, 

cos v -h sj— i sine = i 

et, par suite, 

u = o, 

cos err. i, sine —o, v~-±Lik , K, 

k representant un nombre entier quelconque. Les quantites u et v 
etant ainsi determinees, les diverses valeurs de u v \j — i propres a 
verifier l’equation (i i) seront evidemment comprises dans la formule 

— l—±2kTI\/ — I. • 

En d’autres termes, les diverses valeurs de /((i)) seront donnees par 
l’equation 

(12) Z((i)) —±z ikn\J— 1. 

Parmi ces valeurs une seule est reelle, savoir, celle qu’on obtient en 
posant k = o, et qui se reduit elle-meme a zero. C’est pour repre¬ 
senter cette valeur reelle qu’on emploie communement la notation 
simple 

l(i) ou Li. 

Quant aux valeurs imaginaires de /((i)), elles sont evidemment en 
nombre infini. 
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Probleme II. — Trouver les diverses valeurs de l'expression 

*((-!))■ 

Solution. — Soit u + vsj — i Tune de ces valeurs, u, v clesignant 
deux quantites reelles. On aura, d’apres la definition memo de l’ex- 
pression /((— i)), 

113) e " + t v /-i r 

ou, ce qui revient au meme, 

e"(cOSC •+- V ' 1 sinv) — I. 

On tirera de cette derniere equation 

e" r, 

cos c -+- v’— 1 sin e : -- 1 

et, par suite, 

u --- o, 

cose — —i, sinr = o, v zt (2 k 1 )n, 

k rep resen tan t un nombre entier quelconque. Les quantites u, v etant 
ainsi determinees, les diverses valeurs de u -h v t propres a veri¬ 
fier l’equation (i3) se trouveront evidemmenl comprises dans la for- 
mule 

" -f- — I =r: it (2 k H- I)7T \ 1 . 

En d autres termes, les diverses valeurs de /((— r)) seront donnees par 
I’equation 

04) l((— i)) = ±: (2 A- -+- i)m/—7. 

Par consequent ces valeurs seront toutes imaginaires et en nombre 
infini. 

ProbiIme III. — Trouver les diverses valeurs de. I’expression 

l((a + 6 V ''~i)). 

Solution. — Soit u 4 - v^ — i l’une de ces valeurs. On aura, d’apres 
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CorollaireI. - Si Ton fait, pour plus de commodile, 

(17) C = arc lang - > 

il sera facile d’introduire dans la formule ( 16 ) Fare 'C au lieu de Fare I 
En effet, on pourra supposer 

si a est positif, et 

6 ? -4- 7T 

si a est negatif. On trouvera, dans la premiere hypotheses, 

et, dans la seconde, 

(19) 1)) —/(p)-+-£</— J -+- 7 rv''—1 -+- ^C( * ))- 

Si dans cette derniere equation on fait, en particulicr, 

a &\J— 1 —— 1, c’est-ei-clirc a — r, 6 ~ o 

et, par .suite, 

p = i, K---o, 

on obtiendra la suivante 

( 2 °) l({-l)) = -Ksf—l -+- 

II en resulte qu’on aura generalement, pour des valours negative 
de a, 

(21) l((a + 6 V 7- 0 ) ~ ^(p) + K 'J — 1 H~ l {{— 1)). 

Supposons main tenant que dans les formules ( 18 ) et ( 21 ) on sub 
stitue a la place de p et de £ leurs valeurs 

(a ! + 6 s ) 2 et arc tang-- 
a 

On trouvera, pour les diverses valeurs de 

t((ot-t- Sv 7 — 0) : 
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i° Si a est positif, 

(22) l((a + 6 \J— 1)) — i /(a 2 -t- § 2 ) + ^arc tang^ \J— 1 -t- £((1)); 

2 0 Si a cst negatif, 

( 23 ) /((os -+- 6 \J— 1))= ^Z(a 2 -+- 6 2 ) -h ^arctang^y'— 1 -+- l{(— 1)). 

Corollaire II. — Si, dans les equations (22) et ( 23 ), on suppose 
6 = 0, clles donneront respectivement, pour des valeurs positives 
de a, 

(24) , l((a)) = 1 (a) + l((i)) = l(a)± ikity—1 

et, pour des valeurs negatives de a, 

( 25 ) J((a)) — /(— a) -+- l((— 1)) = l(— a) ±(ik + 1, 

k devant toujours etre un nombre entier. II suit de ces dernieres for- 
mules qu’une quantite reelle a a une infinite de logarithmes imagi- 
naircs, parmi lcsquels se trouve un seul logarithme reel, dans le cas 
ou a est positif. On obtient ce logarithme reel, designe par la notation 
simple 1 (a) ou la, en posant, dans l’equation (24), k = o. 

Scolie /. — Parmi les divcrses valeurs de /((1)), ainsi qu’on l’a deja 
remarque, il en est une 6gale a zero, que Ton indique par la notation 
l(i) ou h, en faisant usage de parentheses simples, ou meme les sup- 
primant tout ii fait. Si l’on substitue cette valeur particuliere dans 
l’equation (22), on obtiendra une valeur correspondante de 

/((« - 4 - 6 y/— 1)), 

quo l’analogie nous porte a indiquer, a l’aide de parentheses simples, 
par la notation 

/(« + 6/=T). 

C’est ce que nous ferons desormais. Par suite, on aura, en supposant 
a positif, 

(26) i(a h- §v / ~~>) = i(a 2 -t- 6 2 ) -t- (arc tang^) 
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Si, au contraire, a devient negatif, — a etant alors positif, on trou- 
vera 

ou, ce qui revient au memo, 


;(_ a _6i/— 1 )=: I/(a s +6 2 ) + f 


arc tang ■ 


(27) 


K- 


§ \J— 1 ) = - l(oc- - 4 - 6 2 ) + 


arc tang- 


En faisant usage des notations precedentes, on reduira les equa¬ 
tions (22) et ( 23 ) a celles qui suivent 


(28) l((ct -+- 6\/— 1)) = /(a -+- 6 1/— 1) -t- /((1)), 

(29) l((ct -t- 6\/—1)) = l(~ a ~ S \/—~0 + l (( — 0)> 


la premiere se rapportant a des valeurs positives de a, et la seconde 
a des valeurs negatives de la‘memo quantite. En d’autres tcrmes, sui- 
vant que la partie reelle d’une expression imaginaire representee par 
x sera positive ou negative, on aura 

(3o) l((x)) = l(x) + /((!)) 

ou bien 

(30 ' /((*)) = /(-*) + /((-!)). 


En resumant ce qu’on vient de dire, on voit que la notation 

l(x) 

a une signification precise determinee par l’equation (26), dans |e 
cas seulement oil la partie reelle de l’expression imaginaire repr6- 
sentee par x est positive, tandis que la notation 

l((x)) 

a, dans tous les cas possibles, une infinite de valeurs determines par 
Tune des equations (28) et (29). 
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ProbiIme IY. — Trouver les diverses valeUrs de Vexpression 

L((a + 6^—7)), 

la caracteristique L indiquant un logarithme pris dans le systime dont la 
base est A. 

, Solution. — Soit toujours u -+- —i l’une des valeurs de l’expres- 

sion qae 1 ’on considere. On aura, d’apres la definition meme de cette 
expression, 

(32) A“ +, ’/-‘= a + 6 \f-~i 

ou, ce qui revient au memo. 


a g y/_ j ^ 


l etant la caracteristique relative aux logarithmes neperiens. On en 
conclura 

(« + v\J — i)lk — /((«-+- §(/— i)) 


et, par suite, 


■ V\J— I 


i((* + g y/ 17 !)) 


ik 


ou, en d’autres termes, 

( 33 ) L ({ a+ ^)) = ‘iki±l 


Cette derniere equation subsiste dans le cas meme ou 6 s’evanouit, 
c’est-a-dire lorsque l’expression imaginaire i se reduit a 

une quantite reelle. 

Scolie. — Si l’on suppose la quantite a positive, a la valeur particu- 
liere de /((a -+- &\j— i)) representee par /(a-f-6^ — 0 correspondra 
une valeur particuliere de L((a -t- &\J— i)), q;ue l’analogie nous porte 
a designer a l’aide de parentheses simples par la notation 

L (' "x c \j —)). 
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Cela pose, on aura, pour des valeurs positives do a, 


(34) !.(« 4- §\/ 0 — 


/(a -+- &\J— i),_ i 


l A 


L(a 2 +8 2 ) 


arc tang- 
° a 


/A 




i. 


De plus, si dans l’equation ( 33 ) on substitue pour /((a -+- 6 \f— 0 ) sa 
valeur tiree successivement des formules (28) ct (29), on trouvera, 
pour des valeurs positives de la quantite a, 1 

(35) L(( a H-S^)) = fc^^ + l -JT= L(« + 6v^T)-i-L((.)), 


et, pour des valeurs negatives de la memo quantite, 


( 36 ) 


l(a - 4 - 6 \J — 1) =: 


/(— a — S \/ — 1) 

IK 


*«-0) 

IA 


= L (-a-6V , -i) + L((-i)). 


En d’autres termes, suivant que la partic reelle d’une expression ima- 
ginaire representee par x sera positive ou negative, on aura 


(37) L((a?)) = L(«) + L((i)) = L('j;) ± —^—- 
ou bien 

( 38 ) L((*)) = L(— *) + L((— 0) = L(- *) ± r 


k designant un nombre entier quelconque. On pout ajouter que des 
deux formules precedentes la premiere subsiste pour toutes les valeurs 
reelles positives x, et la seconde pour toutes les valeurs reelles nega¬ 
tives de la meme variable. 

Apres avoir calcule les divers logarithmes de l’exprcssion imagi- 
naire 

X — CX -f- 6 y/— I , 

proposons-nous de trouver les arcs imaginaires dont le cosinus est 
egal a x. Si 1 ’on designe par 
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Fun queiconque de ces arcs, on aura, pour determiner u -t- v\J — r, 
l’equation 

cos(« + i >\J — i)=ra-t-6\/— i 
ou, ce qui revient au meme, la suivante 

e v — e~" . , - _ ,- 

(3g) ---COS it ---SID ll y— I nr ct + o y— I , 

laquelle se divise en deux autres, savoir 

—j— Q~~ V (>V _ Q —p 

(4o) -cos n — a, •- sin** — — 6. 


A ces dernieres on peut substituer le systeme equivalent des deux 
formules 


(40 


e v z 


a 


cosu sin u 




oc 


6 


cosw sin a 


De plus, si Ton elimine p entre les formules ( 4 i), on en tirera succes- 
sivement 

a 2 6 2 


cos l a sin- it 

sin 4 ** — (i — a 2 — § 2 ) sin 2 ** — S 2 := o; 

puis, en observant que sin 2 */ est necessairement une quantite posi¬ 
tive, 


sirr **: 


\/C—. 


2 _ g2 \ 2 


S 2 , 


On aura, par suite, 


COS^** : 


i + a 2 + 6 2 




i4- a 2 -f- 6 2 


V / ( 1± ^)' 


et, comme [en vertu de la premiere des equations (4o)] cos« et a 



270 COURS D’ANALYSE. 

doivent etre dc meme signe, on trouvera, en extravant les racines 
carrees, 

(42) COS It — — 

[ 

Cela pose, si Ton fait, pour plus de commodite, 

WRf’ 

on conclura des equations (41) et (42) 

(44) u = ±: U ± 2^7r, ^ = dzV, 

k designant un nombre entier quelconque, et les deux Iettres U, Y 
devant etre affectees du meme signe; en sorte qu’on aura definitive- 
ment 

( 45 ) arc cos((#)) :=±:2£7r:±(U + Vv/— 1). 

Parmi les diverses valeurs de arc cos((.r)) que fournit l’equation pre- 
cedente, la plus simple est celle qu’on obtient en posant k = o dans le 
premier terme du second membre, et prenant l’autre terme avec le 
signe 4-. Nous la designerons a l’aide de parentheses simples, etnous 
ecrirons en consequence 

arc cos(#) = U 4-V 'j 

ou meme, en supprimant tout a fait les parentheses, 

( 46 ) arc cos# = (J + V^-i, 

Dans le cas particulier oil, 6 etant nul, la quantite a reste comprise 
entre les limites —x, 4-1, la formule (46) se reduit, comme on 
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devait s’y attendre, a l’equation identique 
' arc cos a = arc cos a. 

D’autre part, si Ton observe que ±o,k-K represente un quelconque 
des arcs qui ont l’unite pour cosinus, on reconnaitra que l’equa- 
tion ( 45 ) peut ctre misc sous la forme 

(47) arc cos ((.«)) arc cosx -+- arc cos ((i)). 

II est encore cssentiel de remarquer que, dans le cas oil l’on suppose 
6 — o ct la valeur numerique de a superieure a 1’unite, l’expression 

arc cos a 

obtient toujours une valeur imaginaire. Cette valeur sera.donnee par 
1’equation 

(48) arccos«= i 

si a est positif, ct par la suivante 

(4g) arccosoc = it -l- l{— a) \f— i = [^(— a) — tc — i J \/— i 
si a devient negatif. 

Considerons maintenant les arcs imaginaires dont le sinus est 
a: = a -+- 6 \/~i. Si Ton designe un quelconque de ces arcs par 

arc sin ((a?)) = u -+- v\J— i , 

on trouvera, en ayant egard a la secondc des equations (9), 



et l’on cn conclura 

(5o) • arc sin((a?)) = u + — arc cos((a?)). 

Si, dans la formule precedente, on substitue les diverses valeurs de 
arc cos ((a?)), dont l’unea ete designee par la notation arc cos (a?) ou 
arc cos#, on obtiendra les diverses valeurs de arc sin((#)), dont 1 une 
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sera designee par la notation arcsin(#) ou arc sin#, et determinee 
par 1’equation 


(5r) 


arc sin# 


7T 

2 


arc cos#. 


A I’aide des principes que nous venons d’etablir, il est ai«e de 
reconnaitre les proprietes les plus essentielles dont jouissent les fonc- 
tions de la variable imaginaire x representees par les notations 

k x , cos#, sin#, 

Lx, arc cos#, arc sin#. 

Pour obtenir ces proprietes, il suffit d’etendre les formules que ces 
fonctions verifient dans le cas oil la variable x est reelle, au cas ou la 
variable devient imaginaire. Cette extension s’effectue d’ordinaire 
sans difficulte pour chacune des trois fonctions 

k x , cos#, sin#. 

Ainsi, par exemple, A, B, C, ... designant plusieurs nombres, on 
prouvera facilement que les equations 

(52) 


(53) 


k*A?k z ...: 
A^B^C*.. .= 

COS(# H-y) • 
sin (# +y); 


(ABC.. .) x , 

cosxcosy — sin# sin_y, 
sin# cos/ -t- siny cos# 


subsistent egalement pour des valeurs reelles et pour des valeurs ima- 
ginaires quelconques des variables x,y, z, .... Mais, si Ton considere 
des formules dans lesquelles entrent les fonctions inverses 


L#, arc cos#, arc sin#, 


on trouvera le plus souvent que ces formules, etendues au cas ou les 
variables deviennent imaginaires, ne subsistent plus qu’avec des res¬ 
trictions considerables, et pour certaines valeurs des variables dont il 
s’agit. Par exemple, si l’on fait 
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et, si Ton designe par p. une quantite reelle quelconque, on recon- 
naitra que la formule 

(54) L(as)-f-L(jy) + L(.3)H-...=r L (xyz ...) 

subsiste seulement dans le cas oil, a, a', a", ... etant positifs, la 
somme 

6 S' 6" 

arc tang - -4- arc tang —, + arc tang ^ -+-... 

reste comprise entre les limites — -i- et la formule 

(55) L(a;i 1 ) ~ fjtL(^), 

dans le cas oil, a etant positif, le produit 

. 6 

p. arc tang - 

reste compris entre les memes limites. 
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CHAPITRE X. 


SUR LES RACINES REELLES OD IMAGINAIRES DES EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT LE PREMIER 
MEMBRE EST CNE FONCTION RATIONNELLE ET ENTltRE D’UNE SEULE VARIABLE. RESOLUTION 
BE QUELQUES EQUATIONS DE CETTE ESPECE PAR L’ALGfeBRE OU LA TRIGONOMETRIE. 


§ I. — On peut satisfaire a toute equation dont le premier membre est 
une fonction rationnelle et entiire de la variable x par des valeurs 
reelles ou imaginaires de cette variable. Decomposition des polyndmes 
en facteurs du premier et du second degre. Representation geome- 
trique des facteurs reels du second degre. 

Considtrons une equation algebrique dont le premier membre soit 
une fonction rationnelle et entiere de la variable x. Si n represente le 
degre de cette equation, elle pourra se mettre sous la forme 

(i) a (s x n a x x n ~'-1 - a i x n ~ i -h.. .-t- a^x + a n = o, 

a 0 , a,, a 2 , .. a a _ { , a n etant des coefficients constants reels ou imagi¬ 
naires. On appelle racine de cette meme equation toute expression 
reelle ou imaginaire qui, substituee a la place de l’inconnue x, rend le 
premier membre egal a zero. Supposons d’abord, pour fixer les idees, 
que les constantes a 0 , a t , a 2 , ..., a n se reduisent a des quantitbs 
reelles. Alors, si deux valeurs reelles de x substitutes dans le premier 
membre de l’equation (i) fournissent deux resultats entre lesquels 
zerosetrouve compris, c’est-a-dire deux resultats de signes contraires, 
on conclura du Ghapitre II (§ II, theoreme IY) que Tequation (i) 
admet une ou plusieurs racines reelles comprises entre ces valeurs. II 
en resulte que toute equation de degre impair aura au moins une 
racine reelle. En effet, si n est un nombre impair, le premier membre 
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de 1 equation (i) changera de signe, avec son premier terme a 0 x n , 
toutes les fois qu’en attribuant a la variable x des valeurs numeriques 
(res considerables on fera passer cette variable du positif au negatif 
(voir le theoreme VIII du Chapitre II, § I). 

Lorsque n devient un nombre pair, la quantite x n demeurant posi¬ 
tive taut que la variable x est reelle, le premier membre de l’equa- 
tion (x) finit par etre, pour de tres grandes valeurs numeriques de x, 
constamment de meme signe que a 0 . Si, dans la meme hypothese, a n 
et a 0 sont de signes contraires, le premier membre changera evidem- 
ment de signe, lorsqu’on passera d’une tres grande valeur numeriquo 
de a; a une tres petite, cn laissant la variable toujours positive ou tou- 
jours negative. L’equation (i) aura done alors deux racines reelles : 
l’une positive et l’autre negative. 

Lorsque, n etant un nombre pair, a 0 et a n sont de meme signe, il 
peut arriver que le premier membre de l’equation (x) reste, pour 
toutes les valeurs reelles de x, de meme signe que a 0 , sans jamais 
s’evanouir. C’cst ce qui a lieu, par exemple, pour chacune des equa¬ 
tions binomes 

a .' 2 + i = o, + i = o, a 6 -+-1 = o, .... 

Dans un cas semblable, l’equation (i) n’aura plus de racines reelles; 
mais on y satisfera en prenant pour x une expression imaginaire 

« + V \J— I , 

u, v designant deux quantites reelles et finies. Cette proposition et 
eelles que nous venons d’etablir se trouvent renfermees dans le theo¬ 
reme suivant: 

TiiEOftfiME I. — Quelles que soient les valeurs rSelles ou les valeurs ima- 
ginaires des conslantes a 0 , a,, ..., a n -<’ a m l’equation 

(i) a a x n -\-a l x n ~ l + ... + a n _iX + a n — o, 

dans laquelle n designe un nombre entier egal ou superieur a l unite, a 
toujours des racines reelles ou imaginaires. 
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Demonstration. — Designons, pour abreger, par f(x) le premie 
membre de l’equation (i) : f(x ) sera une fonction reelle ou imagi 
naire, mais toujours entiere, de la yariable x; et, puisque toute ex 
pression reelle u se trouve comprise comme cas particulier dans un 
expression imaginaire u-+- v\J— i, il suflira, pour etablir le theorem 
enonce, de demontrer generalement qu’on peut satisfaire a l’equatioi 

(1) — 

en prenant 

u-\- v\J— x, 

puis attribuant aux nouvelles variables u et v des valeurs reelles. Or 
si Ton substitue la valeur precedente de x dans la fonction f(x), 1 
resultat sera de la forme 

o(u,v)v), 

y(u,.v), x(u, v) designant deux fonctions reelles et entieres des va 
riables u et v. Cela pose, l’equation (i) deviendra 

®(«> f)4-v/— >l(«, c) = o; 

et, pour y satisfaire, il suffira de verifier les deux equations reelles 

( 9(m, f>) = 0, 

( 2 ) 

I x(u, p) = o 

ou, ce qui revient au meme, l’equation unique 

(3) [<?(«, tx(«» ^)3 2 = O. 

Done,- si Ton pose, pour plus de commodite, 

(4) F(m, v) = [cp( m, p)] 2 -+- [%(«, f’)] 2 , 

il restera seulement a montrer que Ton peut obtenir des valeurs reelle 
de u et de v propres a faire evanouir la fonction 

F(«,p). 

On y parviendra sans peine a l’aide des considerations suivantes. 
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D’abord, pour determiner la valeur generate de la fonction F(ii, e), 
on represented chacuno des constantes reelles ou imaginaires a B , 
a t , ..., a n _<, a :l , ainsi que la variable imaginaire u + v \J— i , par le 
produit d’un module et d’une expression reduite; et i’on ecrira, en 
consequence, 

1 a 0 —-p 0 (cos0 o + \J — i sin.0 O ), 

a, = p, (cos0i + \/— i sin0, ), 

&n—l “ Pn —1 ( COS 0 rt —i 4- I sin0 ra _,), 

a n —Pn. (cos0„ -T-v/— isin0„ ), 

(6) u+v\J .— i — r(cos t \j —isinf).- 

On aura, par suite, 

I /(«4- 

= p 0 /'' l [cos(rti - 4 - 0 O ) -4- i sin(nf -+- 0 O )] . 

4- pir*- 1 [cos(n — i .t + 0j) + \/— i sin(/i — 1 . 1 4- 0,)] -K .. 

■+■ p»—t ?, [cos(f 4- 0 n -i) 4- s/— 1 sin(f 4- 0 n -i)] 

H- p„(cos0„4- \/— 1 sin0„); 

et l’on en deduira 


( 8 ) 


( 9 ) 


| <p( u, v) = p„r n cos (nt 4- 0 O ) 4- pi/ - ” -1 C 0 s(n — i .f 4- 0i) 4- — 

. . .4- pn-jT-COS^H- 0 n _t) 4-p re COS0„, 

%(u, v) = p B r n sin(«f 4- 0 O ) 4- pir n_t sin(rt — i. t -+- 0,) 4-.. - 
.. .-i- p„_! r sin (t 4- 0„_,) 4- p n sin0„, 

' F(m,p)=z [p 0 rt n cos(«< + 0 O ) -+-Pi r " -1 cos(« — i .t 4- 0,)-4-... 

... + p„_,rcos(f4- 0a_i) + pn COS0 n J 2 

H- [p 0 r* sin(rtf-H 0») 4- pirt re_1 sin(rt — i .f -+- 0,) -t-. - - 

( ...+ Pn-ir sin(f + 0 Tv—\ ) + p» sin0 n ] 2 

_ r *. ^ + apop. CO8(f + 0,-0i) 

. p?+2p o p 5 COS(2fH-0 o — 0,) "1 

+ -75 -y 
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II resulte de cette derniere formule que la fonction F(m, e), tou- 
jours evidemment positive, est le produit de deux facteurs, dont l’un, 
savoir 

r 2/ * = (u 2 - f- p 2 )", 

croitra indefiniment si l’on attribue aux variables u, v, ou a l’une 
d’elles seulement, des valeurs numeriques de plus en plus grandes, 
tandis que 1’autre facteur convergera dans la meme hypothese vers la 
limite p„, c’est-a-dire vers une limite finie differente de zero. On en 
conclura que la fonction F(«, e) ne peut conserver une valeur finie 
qu’autant que les deux quantites u, v regoivent elles-memes des va¬ 
leurs de cette espece, et devient infiniment grande des que l’une des 
deux quantites croit indefiniment. De plus, comme 1 ’equation ( 4 ) 
donne pour F(m, e) une fonction entiere, et par consequent une fonc¬ 
tion continue des variables u et v, il est clair que F(«, v), variant avec 
elles par degres insensibles, et ne pouvant s’abaisser au-dessous de 
zero, atteindra une ou plusieurs fois urie certaine limite inferieure 
qu’elle ne depassera jamais. Representons par A cette limite, et par 
u 0 , e 0 un des systemes de valeurs finics de u et de v, pour lesquels 
F(«, e) se reduit a A, en sorte qu’on ait identiquement 

(TO) F(v 0 . Po) = A. 

La difference F(«, v) — F(« 0 , v 0 ) ne s’abaissera jamais au-dessous de 
zero; par consequent, si Ton fait 

(n) u = ah, p zzr p 0 -i- ak, 

a. designant une quantite infiniment petite, et h, k deux quantites 
finies, l’expression 

F(a 0 -f- ah, <>,-+- sck) — F(« 0 , $>„) 

ne sera jamais negative. En partant de ce principe, il sera facile de 
determiner la valeur de la constante A, ainsi qu’on va le faire voir. 

Si dans I’expression imaginaire f{u -+- v \j— i) on substitue pour u 
et v leurs valeurs donnees par les formules (t r), cette expression, 
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devenant alors une fonction imaginaire et entiere du produit 

cc(/i -+- k \j — i), 

pourra etre developpee suivant les puissances entieres et ascendantes 
de ce meme produit. En designant par 

R (cosT +\/— i sinT ), 

Ri (cosT! + \j— \ sinTi), 

.. 

R„(cosT»-+- \/—i’ sinT„) 

les coefficients imaginaires de ces puissances dont quelques-uns peu- 
vent se reduirc a zero, et faisant, pour plus de commodite, 

( 12 ) /( -1- k\j— 1 — p(cos0 -t -\/— 1 sinfl), 

on obtiendra l’equation 

f\u 0+ (’ 0 v/—~i -+- <x(h -1- k\J— i)J 
= R (cosT sinT) 

-t- ocR t p[cos(T] -+- 6) -+- \J — 1 sin(Tu + 0)] +• • • 

..a' t R„p n [cos(T„ + n6) -+- \J— 1 sin(T*-f- m0)], 

dans laquelle les termes du second membre, et par consequent les 
modules 

R, Rj, • • -, R«, 

ne sauraient s’evanouir tous en meme temps. Comme on aura d ailleurs 

/[« 0 +«/H-(v„-l-aAr)v/— 1 ] 

=’<p («„-+- ah, v< s - s rctk) H- — 1 x(«o+ a ^> aA), 

on conclura de l’equation (i 3 ) 

I Q ( Wo —H OC /l, (’0-f—oc/c) 

= RcosT -H «RiP cosCTj - 4 - 9) -K..+ a^RnP 71 cos(T„ -+-nQ), 
ls 

^(iz 0 H-aA, v Q -{-<xk) 

R sinT -+■ aRip sin(Tt + 0) + ... + a^R^p* sin(T rt -+- n9) t 
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et, par suite, 

/ ¥(u 0 -\-ak, p 0 + ak) 

( 16 ) | = [RcosT 4 -aRipcos(Ti 4-0) 4 -... 4-a tt R B p"cos(T, i 4-n0)]* 

( 4- [R sinT 4- ctR^ sin(T : 4- 0) 4-... 4- a' l R , t p n sia(T„ 4- n0)] 2 . 

Si dans cette derniere formule on pose a = o, on en tirera 

F(« 0 > «’o) = R 2 . 

± 

Done R 2 = A, R = A 2 . Si maintenant on developpe le second membre 

de l’equation (16) suivant les puissances descendantes de R, et que 

± 

Ton y reraplace ensuite R par A 2 , celte equation deviendra 

F ( Uq •+* cl h , v 0 —{- <zk) 

= A 2 A. 2 ap[Rj cos(Ti - T + 0J+... + cos(T* — T -H n 

•4- a 2 p 3 j [Rj COS(Ti H- Q) 4- . . . 4- cos(T ;i 4- nQ )] 1 . 

4- [Rj sin(T! -h 0) 4-.. .-4- a »-‘p»-‘R B sm(T„ 4- «0)] s | 

et, si i’on fait passer dans le premier membre la quantite A = F(h 0 > ( ’o)> 
on trouvera definitivement 

F(m 0 4- ah, «> 0 4- ak) — F(w 0 , f’o) 

= 2 A 2 ap[R 1 cos(T, —T -I- 0) 4-...4- x^p' 1 - 1 R„ cos(T ra — T 4- «0)] 
4-a 2 p 2 j [R 1 cos(T, 4- 8) 4-.. .-t- ot. n ~ 1 p"— 1 R n . cos(T„ 4- n8)Y 
4- [Rj sin(T, 4- 8) 4-...4- a"— 1 p n — 1 R* sin(T tt 4- n0)] ! j- 

Cela pose, puisque la difference 

F( w 0 4 - ah, p 0 4- ak) — F(« 0 , (>„) 

ne doit jamais s’abaisser au-dessous de la limite zero, il faudra de 
toute necessity que, pour de tres petites valeurs numeriques de a, le 
second membre de Tequation precedente, et par suite le premier 
terme de ce second membre, e’est-a-dire le terme qui renferme la plus 
petite puissance de «, ne puisse devenir negatif. Or., en designant par 
R m la premiere des quantites 
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qui obtient une valeur differente de zero, on trouvera, pour le terme 
dont il s’agit, 

2 A^a'«p'"R m cos(T,„ - T + mQ), 
si A n’est pas nul, et 

a 2m p 2 “Rf„ 

dans 1’hypothese contraire. De plus, comme, la valeur de l’arc 0 etant 
tout a fait indeterminee, on peut en disposer de maniere a donner au 
facteur 

cos(T,„ — T + md), 

et par consequent au produit 

2 A*a m p m R,„ cos(T m - T + m6), 

tel signe que Ton voudra, il est clair que la seconde hypothese reste 
seule admissible. On aura done necessairemont 

09) • A = o, 

ce qui reduira l’equation (xo) a 

(20) F(«o, P 0 )=O. 

Il en resulte que la fonction F(m, v ) s’evanouira si I’on attribue aux 
variables u, v les valeurs reelles v 0 ; et, par suite, que i’on verifiera 
l’equation 

(l) f(x ) — o 

en prenant 

x = u 0 + <’ 0 v/— X. 

En d’autres termes, u 0 -h v 0 \/— i sera une racine de l’equation 

(i) a 0 x a -h a l x n ~'-i-a-n—iX -+- a n — o. 

La demonstration precedente du theoreme I, quoique differente en 
plusieurs points de celle qu’en a donnee M. Legendre ( Theorie des 
Nombres, I re Partie, § XIV), est fondee sur les memes principes. 

36 
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Corollaire. — Le polynome 

j\x) — a {) x n -\- a x x n ~ l + s, H a: + a n , 

s’evanouissant, ainsi qu’on vient de le dire, pour 

X—Us^r- foV/— 1 > 

sera, en vertu du theoreme I (Chapitre VIII, § IY), algebriquement 
divisible par le facteur 

X — «o — (>o sj— I . 

Le quotient, ne pouvant etre qu’un nouveau polynome du degre n — r 
par rapport a x, sera encore necessairemcnt divisible par un nouveau 
facteur de meme forme que le precedent, c’est-a-dire du premier 
degre par rapport a x. Designons par 

X — U x — 1>J \J — I 

ce nouveau facteur. Le polynome f(x) sera equivalent au produ.it des 
deux facteurs 

x — u 0 — ('o \J — [, x — u x — v x v — i 

par un troisieme polynome du degre n — 2 . On prouvera que ce troi¬ 
sieme polynome est divisible par un troisieme facteur semblable aux 
• deux autres; et, en continuant a operer de la meme manierc, on finira 
par obtenir *n facteurs lineaires du polynome f(x). Soient respective- 
ment 

X—Uo—V 0 \/— I, X — U x — (> x \J— 1 , X — M„_, — V tt - X v/—~1 

ces memes facteurs. En divisant le polynome f(x) par leur produit, 
on trouvera pour quotient une constante evidemment egale au coeffi¬ 
cient a 0 de la plus haute puissance de x dans f(x). On aura, en con¬ 
sequence, 

( 21 ) f(x) — a„(x — u 0 — p 0 \J— 0 (x— u (>! sf^i) ... (. 2 ? — v^T) 

Cette derniere equation renferme un theoreme que 1’on peut enoncer 
ainsi qu’il suit: 
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TuEORfcME II. — Quelles que soient les valeurs reelles ou imaginaires des 
constantes a„, a ,, .. a, t , le polyndme 

a n x n -+- a l x' , ~ l +... -+■ a n ~ v oc ■+ «„ = f{x) 

sera equivalent au produit de la constante a„ par n facteurs lineaires de 
la forme 

x — a — 6 \] — i. 

Determiner les facteurs dont il est ici question, c’est ce qu’on 
appelle decomposer le polynome /(«) en ses facteurs lineaires. II n’y 
a qu’une seule maniere d’effectuer cette decomposition. Pour le de- 
montrer, supposons que deux methodes differentes aient fourni les 
deux equations . 

, N ( A x ) — afx — (’o V ? — x ) (x — Ui—v x \J—i).. .(x — v/— i), 

(22) _ _ ; _ 

( /(*) — a X x — «u — 6 0 V — 0 (•*“ — “1 — V / — i)- ■ fx — a n -i — S„-i \l— 1 ). 

On en tirera 

V — «)• 

Le dernier membre de la formule precedente s’evanouissant lorsqu’on 
attribuc a la variable x la valeur particuliere u u e # y — 1, il faudra 
de toute necessity que, pour cette meme valeur de a;, le premier 
membre, et par consequent l’un de ses facteurs (voir le Chapitre VII, 

§ II, theoreme VII, corollaire II), se reduise a zero. Soit 


(23) 


■ 6 o V 7 — 1 )\X — a, — 6, \f~ i)...(c 


, x — U 0 


■ y 


i)(j 


' *’1V 


0 -..G 


x — a 0 —• 6 # \J —■ i 

le facteur dont il s’agit. On aura identiquement 

oto -f- y — 1 Uq -4- Vq \l 1 
x — a 0 — 6 0 \J — 1 — x — u 0 — (’ 0 V 7 — J • 


et, par suite, 
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Cela pose, Ja formule ( 23 ) pourra etre remplacee par la suivante : 

(x — Xi — 6, y/— i) ...(x — <3c„_, — 8„_i \f^i) 

= (x — ii^—v i \J— i).. .{x — \J— i). 

Le second membre de celle-ci s’evanouissant lorsqu’on suppose 

X =. «J -+- P, \J— I , 

l’un des facteurs du premier membre, par exemple, 

x — a, — 6, \/ — i, 

devra s’evanouir dans la meme hypothese, ce qui entrainera deux 
nouvelles equations identiques de la forme 

a, -4- §[ \/— i = u t -t- \J — r ,* 

X — S t \J —• I — X K, — — l. 

En repetant plusieurs fois le meme raisonnement, on prouvera que les 
differents faeteui’s lineaires dont se composent les seconds membres 
des equations (22) sont absolument les memes dans l’une et l’autre 
equation. II est essentiel d’ajouter que chaque facteur imaginaire de 
la forme 

x — a — 6 y/— 1 

se change en un facteur reel x — a, toutes les fois que la quantite 6 
se reduit a zero. 

Le premier membre de I’equation (1), etant, d’apres ce qu’on vient 
de dire, decomposable d’une seule maniere en facteurs lineaires, ne 
peut s’evano.uir qu’avec l’un de ces facteurs. Si done on les egale suc- 
cessivement a zero, on obtiendra toutes les valeurs possibles de x 
propres a verifier l’equation (1), e’est-a-dire toutes les racines de 
cette equation. Le nombre de ces racines, comme celui des facteurs 
lineaires, sera egal a n. De plus, a chaque facteur reel de la forme 
x — a corresponds une racine reelle a, ,et a chaque facteur imagi¬ 
naire de la forme 

x — a — 6 \J — 1 



PREMIERE PARTIE. — CHAPITRE X. 


285 


une racine imaginaire 

a + %\f— i. 

Cos remarqucs suflisent pour etablir la proposition suivante : 

TiiEORtME III. — Quelles que soient les valeurs reelles ou les valeurs ima- 
ginaires des constantes a 0 , a,, ..., a a _,, a n , l'equation 

(') , a$x n -t- cii x n ~ 1 «,j_i x a n ~ a 

a toujours n racines reelles ou imaginaires, et n’en saurait avoir un plus 
grand nombre. 

II peut arriver que plusieurs des racines do l’equation (i) soient 
egalos entre elles. Dans ce cas, le nombre des valeurs differentes de 
la variable propres a verifier cette meme equation devient necessaire- 
ment inferieur a n. Ainsi, par exemple, l’equation du second degre 

x- — 9, ax + a 2 no 

avanl ses deux racines egales/on ne pourra y satisfaire que par une 
seule valour de x, savoir 

x = a. 


Lorsquc les constantes a 0 , 
prcssion imaginaire 


Cl i &n— i * &n 
a. -t- S \/— i 


sont toutes reelles, l’ex- 


no peut evidemment etre une racine de l’equation (i), sans que l’ex- 
pression conjuguee _ 

a — 6 i 


soit une autre racine de la meme equation. Par consequent, dans cette 
hypotliese, les facteurs imaginaires et lineaires du polynome qui forme 
le premier membre de 1 ’equation (i) sont deux a deux conjugues et 
de la forme 


x — a. 


x 


CL -f- y— I 


Le produit de deux semblables facteurs etant un polynome reel du 
second degre, savoir 

(x — a) 2 H- 6 2 , 
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on deduit immediatement de l’observation qu’on vient de faire 
theoreme suivant : 

Theoreme IV. - Lorsque a n , a .. a„_,, a, L designent des conslan 

reelles, lepolyndme 

a Q X n -4- a l X n ~ l H- Cln-\ x a n 

est decomposable en facteurs reels du premier ou du second degre. 

Dans ce qui precede, nous avons presente les racines imaginau 
de I’equation (i) sous la forme 

a ±: 6 \J — i . 

Alors, pour le polynome (24), un facteur reel du second degre corn 
pondant a deux racines imaginaires conjuguees 

a 4- § \/— 1 , a — 6 V /— 1 

etait de la forme 

(x — a) 2 -H 6 2 . 


Si Ton fait, pour plus de commodite, 

a ± §q — l — p(cos0 dz 1 sinO) 

(p designantune quantite positive et 0 un angle quc Ton pourra si 
poser compris entre les limites o, -it), le memo factcur reel du seco 
degre deviendra 

(x — p cos0) ! -t- (p sin0)' 2 = .r‘ ; — 2px cos 6 + p 1 . 

II est facile de construire geometriquement cette derniere expr 
sion dans le cas oil Ton attribue a la variable x unc valour reellc. 
effet, si Ton trace un triangle dans lequel un angle soit egal a 0, 
deux cotes adjacents etant respectivement represents 1’un par 
valeur numerique de x, 1’autre par le module p, lc carrc du troisii; 
cote sera (d’apres un theoreme connu de Trigonometric) la valeur 
trinome 


x-— 2 pX COS 9 •+- p 2 , 
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toutes les fois que la variable x sera positive. Si la variable x devient 
negative, il suffira de remplacer dans la construction indiquee Tangle 0 
par son supplement. 

Le troisieme cote du triangle dont il est ici question ne peut s’eva- 
nouir que dans le cas ou les deux premiers cotes tombent sur une 
meme droite, et ou leurs extremites coincident, ce qui exige : x° que 
Tangle 0 se reduise a zero ouiu; 2° que la valeur numerique de x 
soit egale a p. Par suite, le facteur 

X 2 — 2 px COS0 -+- p 2 

ne pourra devenir nul pour une valeur reelle de x, a moins que Ton 
ne suppose 

cos6 = i ou cos0 = —i; 


et la seule valeur de x propre a faire evanouir ce facteur sera, dans la 
premiere hypothese, 

X — p, 


dans la seconde. 


X = — p. 


On arriverait directement au meme but cn observant que l’equation 


a deux racines 


a? 2 — 2 p x cos 8 -+- p 2 = o 


p(cos 6 -+* y/— i sinQ), p(cos0 — \/— i sin@), 


qui ne peuvent cesser d’etre imaginaires sans devenir egales, et que 
les seules valeurs de 0 capables de produire cet effet sont celles qui 
verifient la formule 

sin 0 o, 


de laquelle on lire 


COS0 =± I 


et, par consequent, 


X p 


pour la valeur commune des deux racines. 

Jusqu’a present, nous nous sommes bornes a determiner le nombre 
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des racines de l’equation (i), avec la forme de ces memos racines 
celle des facteurs qui leur correspondent. Nous allons, dans les pai 
graphes suivants, passer en revue quelques cas particuliers dans 1< 
quels on est parvenu a resoudre de semblables equations, sans ei 
oblige de concevoir leurs coefficients convertis en nombres, et 
exprimer les racines en fonctions algebriques ou trigonometriqc 
de ces coefficients. Nous observerons ici a ce sujet que, dans toi 
equation algebrique dont le premier membrc est une fonction ratic 
nelle et entiere de la variable x, on peut reduire par la division 
coefficient de la plus haute puissance de x a 1’unite, et celui de 
puissance immediatement inferieure a zero par un changement 

variable. En effet, si dans l’equation 

% 

a^x n ^r a 1 x n ~ l - h.. . 4- a n -ix 4 - o 

a a n’est pas egal a i, il suffira de divisor 1’equation par a 0 pc 
reduire le coefficient de x n a l’unite; et, si dans une equation m 
sous la forme 

x n 4 - a x x n ~ 1 .. . -h a n x 4- a n = o 

a , n’est pas nul, il suffira de poser 

a x 

x = z - 

n 

pour obtenir une transformee en z du degre n , qui 11’ait plus 
second terme, c’est-a-dire une transformee dans laquelle le coe 
cient de s’evanouisse. 

§ II. — Resolution algebrique ou trigonometrique des equations bind) 
et de quelques equations trinomes. Theorimes de Moivre et de Cotes 

Considerons l’equation binome 

(O X a -\- p zzz O, 

p designant une quantite constante. On en tirera 

x n — p 
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ou, si Ton designe par p la valeur numerique de p, 

x n —- -f- p 9 

On aura done a resoudre l’equation 

(2) . X n —p, 

si — p est positif, et la suivantc 

(3) x' ! =—p, 

si — p ost negatif. On satisfait a la premiere en prenant 

ill 

(4) .r — ((p))" — p" ((i))", 

ct a la secondc en prenant 

(5) 

I 

Quant aux diverses valours de chacune des deux expressions ((i))", 

I 

((— i))", dies sont toujours en nombre egal a n (voir le Chapitre VII, 
§ III), ct se deduisent des deux formules 


- 2 kn , -. 2 kit 

(n)f= cos-± \i— i sin-, 

n n 


,/ (a/c -f-i)ir , /-. (2k 1)77 

((— 1))"= cos--±r\/— ' sin- 


dans lesquelles il sullit d’attribucr successivement a k toutes les 
valeurs entieres qui nc surpassent pas ~ Lorsque n est un nombre 

pair, la premiere des equations (G) fournit deux valeurs reelles de 

1 

((1))", savoir -hi et — 1, correspondantes l’une a k = o, l’autre a 

l 

k~ ~ Dans la memo hypothese, toutes les valeurs de ((— 1))” sont 

1_ 

imaginaires. Lorsque n devient un nombre impair, l’expression ((1))" 
a une seule valeur reelle -+-1 correspondante a k = o, et l’expres- 
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sion ((— i))" une seule valeur reelle — i corresponclante a k = —— 

Par suite, 1 ’equation (i) admet deux racines reelles, ou n’en admi 
aucuue, lorsque n est un nombre pair, et la merae equation adm< 
une seule racine reelle dans le cas contraire. De plus, on reeonna 
immediatement a Finspection des formules (6) que les racines imag 
naires sont conjuguees deux a deux, ainsi qu’on devait s’y attends 
Considerons maintenant 1’equation trinome 


(7) 


x 1 ' 1 -t- p x“ -+- q — o, 


p, q designant deux quantites constantes choisies a volonte. On e 
tirera 

px n =— q 


et, par suite, 


( 8 ) 


X n -f- 


P 

2 



<!' 


Si ~~ ^ es ^ positif, l’equation qui precede cntrainera Pune des der 
suivantes : 


x n 



— <h 


X 11 


p 

2 



en sorte que od l admettra deux valours reelles comprises dans la fo 
mule 



Lorsque le nombre n se reduit a 1 ’unite, la formule (9) fournit imm 
diatement les deux racines reelles de l’equation trinome du secor 
degre 

(>o) x'- -hpx H- q =; O. 

Dans le cas contraire, en substituant la formule dont il s’agit a l’equ 
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tion (7), on n’a plus a resoudre que deux equations binomes sem- 
blables a cellos que nous avons traitees ci-dessus. 

Supposons maintenant la quantite - - q negative. L’equation (8) 

4 

entrainera l’une des deux suivantes : 




en sorte que a?" admettra deux valeurs imaginaires comprises dans la 
formule 



Si le nombre n se reduit a 1 ’unite, ces valeurs seront les racines ima¬ 
ginaires de l’equation (to). Mais, si 1 ’on suppose n> 1, il restera 
encore a deduire des valeurs connues de of les valeurs de x. Desi- 
gnons par p, dans cette hypothese, le module de l’expression imagi- • 
naire qui sert de second membre a la formule (ri). On aura evidem- 
ment 

I 

(12) p — q*. 

Faisons en outre, pour plus de commodite, 


(*3) 


£ — arc tang 



2 


Lorsque p sera negatif, les deux valeurs de x‘‘ donnees par la for¬ 
mule (ij) deviendront 

(14) x" — p(cos£ ± \J — 1 sin?), 
et Ton en conclura 

(15) x = p"^cos ^ ± \f— 1 sin j^j ((i))". 
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Si au contraire p est positif, on trouvera 

(16) x a = — p(cos?:±\/— i sin?) 
et, par suite, 

(17) .r = p“^cos| ±\/-~ sin 
Dans le cas particulier oil Ton a 



‘C devient nul; on sorte que les equations (10) et (17) prennent la 
forme dcs equations ( 4 ) et ( 5 ). 

t 

Si l’on designc, pour abreger, p“ par r, on tirera des equations 
et (i 3 ), en supposant la quantile p negative, 

p = — 2r n cos?, q=zr- n , 
x- n -b px tl -b q ■=. x~ n — 3 r n x tl cos ? -b r 2n . 

Dans la memo hypothese, la formule (to) donnera 


f c , . K\ ( 2 kiz r - . 2kl t\ 

x~r \ cos - ± v — 1 sin,- cos-~ 1 sin - 

V n v n V n v n J 


£ dn 2 kjc r — • Z±2k: zr N 

= /• | cos-- —: y/ — i sin-— I > 


/*; ropresentant un nombre entier, et Ton en conclura que le trinomu 


x~ n — 2 r n x 11 cos £ -b r 2/i 


est decomposable on facteurs reels du second degre de la forme 


, Czt2A-7r 

X- — 2 rx cos--b 


Si Ton suppose au contraire la quantite p positive, le trinome 

x ln -b p x ri -b q 


deviendra 


x- n -b 2 r n x 11 cosC -b /‘ 2/? 
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et ses facteurs reels du second, degre seront de la forme 


» ? ± (2 k -t- i) r. , 

x- — a rx cos-----1- r-. 

n 


Dans l’unc et l’autre hypothese, on pourra construire geometrique- 
ment les facteurs reels du second degre par la methodo ci-dessus 
indiquee le § I), toutes les fois que Ton attribuera des valeurs 
reelles a la variable x. Si Ton prend la valeur numerique de celte 
variable pour base commune de tous les triangles qui correspondent 
aux differents facteurs, et que dans chaque triangle on fasse aboutir 
constamment a une memo extremite de cette base le cote connu, 
represente par r, on trouvera que les sommets des divers triangles 
coincident avec les points de division d’une circonference decrite du 
rayon r en parties egalcs. II en re suite que, si V on multiplie entre eux 
les carres des lignes menees de la seconde extremite de la base aux points 
dont il s’agit, le produit de ces carres sera la valeur du trinome 

x tn -t- px" -+- q — x- n ± 2 r n x n cos? + r- n . 

Dans le cas particular ou '( = o, le produit des lignes elles-memes repre- 
serile la valeur numerique du binome 

— 4 —■ 

laquclle sc confond avec la racine carree positive du trinome 

x~ ,v dsz 2 7 %fl X n •+• 1'~ n • 

Des deux propositions qu’on vient d’enoncer, la premiere est le theo- 
reme de Moivre, et la seconde celui de Cotes. 


•§ III. — Resolution algebrique ou tngonometrique des equations 
du troisieme et du quatriime degre. 

Considerons 1 ’equation generale du troisieme degre. On pourra 
toujours, en faisant disparaitre le second terme de cette equation. 
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(!) x z - 4 - px 4 - q 0 , 

p, q designant deux quantites constantes. D’ailleurs, si Fon pose 

X zzz u 4 - 

u, v etant deux nouvelles variables, on on conclura 

x z — (a -+- v ) s r= « 3 -t- e 3 -+- 3 «(> x, 

( 2 ) A' 3 — 3 ui’x — ( a 3 -+- r*) o. 

Pour rendre Fequation (2) identique avec la proposee, il suflira d’as 
sujettir les inconnues u ct v aux deux conditions 

(3) u % -+- r 3 — — q,' 

( 4 ) «c- -I' 

D 

La resolution de Fequation (1) so trouvc ainsi reduite a la resolutio 
simullanee des equations ( 3 ) et (4). 

Cherchons d’abord les valeurs de m 3 et de e 3 . Si Fon fait 

(3) , = v'=zz,, 

on aura, en vertu des equations (3) et (4), 

_ _ __ p* . 

-1 ■ 3 i — q, z t z 2 -^z — 

et, par suite, en nommant z une nouvelle variable, 


(- - 2 ) — .s 2 -t- qz 


II en resulte ques,, seront les deux racines de Fequation 


Ces deux racines etant connues, on deduira des formulas ( 5 ) troi 
valeurs de u et trois valeurs de v, qui se correspondront deux k deu 
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do maniere a verifier la formule ( 4 ). Soft U 1 ’une quelconque des 
trois valours de u, ct V la valeur correspondante de v, cn sorte qu’on 
ait 



Designons en outre par a l’expression imaginaire 


2 71 /- . 2 7 T 

cos-g- + y/— r sin-j-; 


les trois valeurs de l’expression ((i)) 3 seront respectivement 


• a°=i, 

I 

2 7T /-.271 T 3 2 /- 

a = cos - 7 T- h- \J— i sin —n~ —-1-y— r, 

3 3 2 2 v 


2 7T /- .2 71 I 3 2 / 

a- = cos-v 1 sm ~ r =-— - v~ - i, 

.A V A ‘> O v 


et les trois valeurs de u, evidemment comprises dans la formule gene- 

I 

rale ((i)) :1 U, deviendront 

U, «U, a 2 U. 


On trouvera, pour les valeurs correspondantes de v. 


V, 


V 

— 5 

a 


V 
—- > 

a- 


ou, ce qui revient au memo, 


V, a 2 V, aV. 


Par consequent, si Ton nomme a? 0f as,, les trois racines de l’equa- 
tion ([), on aura 

i U+ V, 


(7) 


« U -i- <x- V, 
x*or U -4- a V. 


II est essentiel d’observer que, U, all, a 2 U etant les trois valeurs de 
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« = ('( 3l ))^ et V, orV, 
les racines a\, x { , x.,. 


a Vies valeurs corrcspondantes de e —-- 

3((-i)) 

delerminees par les equations (7), seront rei 


pectivement egales aux trois valeurs de x donnces par la formule 


( 8 ) 




P _ 

3 l(s,))* 


Lorsque 1 ’equation (6) a ses racines reelles, les formulcs ( 5 ) fou 
nissentun systeme de valeurs reelles de u et dc c qui so correspoi 
dent de maniere a verifier l’equation ('i). Si l’on prend ces menu 
valeurs pour U et V, on reconnaitra immediatement quo des tro 
racines x 0 , x,, x., la premiere est necessairement reello, et les deu 
autres reelles ou imaginaires, suivant quo, la quantile 


7 * 

7 


£ 


est nulle ou positive, c’est-a-diro suivant quo l’equation (ti) a si 
racines egales ou inegales. Dans le premier cas, on trouve 


^0 — 2U, x t “ x-> -~—U. 


Lorsque les racines de 1 ’equation (G) deviennent imaginaires, a 
peut les presenter sous la forme 

5, — p ( cos 6 y-“-T sin0), .s s —p(cos0 —y- -1 sinO), 

le module p etant determine par l’equation 


‘ J 2 7 : 

Comme on a, dans cette liypothesc, 

((, 1 )r-p i (cos| + v/-7sin|j ((,))% 
la formule (8) se trouve reduite a 


(9) x = p 3 


[cos 2 -+- v — i sin - ) ((i)) :i 4- 
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I 



6 r 
cos j 4- \/~ 


i sin 
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on conclura des equations (7) 

/ I 0 

X 0 —- 2p COS 

, . ] V 0 -+- 27 T 

(10) ' ir t ~ ap’’ cos —^—> 

f t 0—27: 

I a* s — 2 p 3 cos —j- 

Ces trois dernieres valeurs de x sont toutes reelles, et coincident avec 
celles que fournit la formule (9). 

Dans les calculs precedents, l’equation (6), dont la solution en- 
traine celle de 1 ’equation (1), est ce qu’on appelle la reduite. Ses 
racines s,, z 2 equivalent necessairement a certaines fonctions des 
racines cherchees x„, x,, x 2 . Pour determiner ces fonctions, il suffira 
d’observer que, U et V designant des valeurs particulieres de u et v, 
on aura, en vertu des formules ( 5 ), 

-3] — U 3 , 

On tire d’ailleurs des equations (7) 

3 U — x a 4- ax 2 4 - a-Xi — a(x 2 -\- ccx t -4- a?x^) — a 2 (-I- xx 0 4- x-x 2 ), 

3 V — XQ-+- a®,+ a^x-i — a(x l - 4 - ax 2 -h a-x^) = a 2 (,Tj-t- a.x a -\- a 2 44). 

On trouvera done, par suite, 

( 27^1= (;r 0 4 - ax 2 -\- a^x ^ 3 — (x 2 -f- xXi 4 - a-x 0 ) s = (04 4 - “^0 - 4 - a 2 ^) 2 , 

(n) 1 

! 27^2= (x 0 4- ax t 4- a s x 2 y= (x,-h ccx 2 -h cx^Xf ,) 3 — (x.,-+- ax 0 -+- cx*x, )■*. 

II en resulte que z„ z., sont respectivement egales (a un coefficient 
numerique pres) aux deux seules valeurs distinctes que presente le 
cube de la fonction lineaire 

Xq 4 " CCXj 4 - CL~ X 2, 
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lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines a 
x 2 de toutes les manieres possibles. Le coefficient numerique e 
demment £ ou le cube de la fraction 
Considerons maintenant l’equation generale du quatrieme < 
On pourra, en faisant disparaitre le second terme, la ramene 
forme 

(( 2 ) x i -+-px-+ qx -4- r — o, 

p, q, r designant des quantites constantes. Si I’on pose, en outre 

% 

X “ u -4- V w, 

u, v, w etanttrois nouvelles variables, on en eonclura 

X-— u-- 1- f 2 -4- tV 2 -+- 2{uV -+• UVO -+- tw) 

et, par suite, 

[sc- — (« 2 -h t> 2 -+- 4 ( U*w- -+- f 2 «’ 2 ) -+- 8 UVW .X 

ou, ce qui revient au meme, 

( X *— 2( M 2 -)- f 2 -S— w 2 )x 2 —8 uvw.x 

(• 3 ) 

( -t- ( « 2 -f- P 2 -+- tv 2 ) 2 — Ur tv 2 V 2 W 2 ) =0. 

Pour rendre cette derniere equation identique avec la propos 
suffira d’assujettir les inconnues u, v, w aux conditions 

/ 4(« 2 -i- e*H- w-) = — 2p, 

04 ) - 8wt'«’ = — q, 

( i6(t< 2 f 2 -l- m 2 iv 2 -+- p 2 <v 2 ) ~p- —4/'. 

La resolution de l’equation (12) se trouve ainsi reduite a la resol 
simultanee des equations (14). 

Cherchons d’abord les valeurs de 4 « 2 , 4 e a , l\w 2 . Si Ton fait 
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on aura, en vertu des formules (i/j.), 

+■ - 3 = %p, z t s t 4 - z t z 3 -±- z t z 3 —p % — (±r, z l z i z 3 —q 1 ; 

et, par suite, en nommant s une nouvelle variable, 

(" 5 i) ( 3 — s t) ( s — 3 a) — - 3 + 2 pz i + ( p -— 4 r)s — q i . 

II en resulte que , z.,, z„ seront les trois racines de l’equation 

(16) £ 3 H-2/>s 2 -t-(p 2 — br)z — q’-=o; 

et, puisque ces trois racines doivent verifier la formule s t s s z 3 = q-, 
on peut assurer que 1’une d’elles sera positive, les deux autres etant 
toutes deux a la fois positives, ou negatives, ou imaginaires. Lors- 
qu’on aura determine ces memes racines, les deux premieres des 
equations (i 5 ) fourniront pour chacunc des variables u et e deux va¬ 
lours egales, au signe pres. Soient 

u — ±z tl, v zt V 


les valeurs reelles ou imaginaires dont il s’agit; et W une quantite 
reelle ou une expression imaginaire determinee par 1’equation 

8UVW = — <7. 

Si dans la seconde des formules (i 4 ) on suppose 

M-H-U, P = +V 

ou bien 

tt=-U, t> = -V, 

on en tirera 

W — 4- W. 

Si I’on y fait, au contraire, 

U=-I-D, p = -V 

ou bien 

u = — U, w = + V, 

on trouvera 

«=- W. 


De cette maniere on obtiendra pour les variables u, v, w quatre sys- 
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temes de valeurs propres a verifier les equations (i 4 ); s ‘ 1° 
represente par x„, x { , x,, x 3 les quatre valeurs correspondantes d 
l’inconnue 

x — a- t- e -+- w. 


on aura 


(17) 


/ Xq ~ U + V + W, 
] aj, = -U-V-+- W, 
1 x t = U - V - W, 
[ a- n =-U +V —W. 


11 est aise de reconnaitre que ces quatre valours de x seront toute 
reelles, sil’equation (16) a ses trois racines positives, et toutes ima 
ginaires, si 1’equation (16) a deux racines negatives inegales, tandi 
que deux valeurs seront reelles, etdeux imaginaires, si (’equation (16 
a deux racines negatives egales, ou deux racines imaginaires. 

Par la methode qu’on vient d’oxposor, la resolution de l'equa 
tion (12) se trouve ramenee a cello de l’equalion (iG). Cette derniere 
qu’on nomme la reduite, a necessairement pour racines eertaine 
fonctions des racines de la proposec. Si l’on veut determiner ee 
fonctions, e’est-a-dire exprimer z,, z 2 , z 3 par le moycn do x„, x,, x 2 
x. t , il suffira d’observer que, U, Y, W etant des valeurs particuliere 
de u, v, w, on a, en vertu des formules (id), 

-i = 4D*, 5, = 4 V s , 5 3 --4W*. 

On tire d’ailleurs des equations (17) 

4 U — X 0 X 1 —)— X 2 — 

4 V = x 0 — Xy -h x z — x 2 , 

4 W = x Q — x % H~ x t — x z . 

On trouvera, en consequence, 

(^0— X\ H- X 2 — X z )~zzz (x t — x 0 ~\~ x z — x 2 )~, 

( x 0 — Xi x z — x 2 )- — ( x x — x 0 H- x % — x 3 )‘ 2 , 

(x Q — x 2 -{- Xx 3 y~ (a? 2 — x Q ~\~ x z — x J ) 2 . 


(i3) 


(\ZyZ 

4^2 = 


4 ^ 3 - 
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II en resulte que z K , z.,, z s sont, abstraction faite du coefficient nu- 
meriquc ^ = (^j , respectivement egales aux trois seules valeurs 
distinctes que presentc le carre de la fonction lineaire 

x 0 — x x 4 - x* — x z 

lorsque dans cette fonction on echange entre elles les racines x 0 , x K , 
tv.,, tv 3 de toutes les manieres possibles. Cette meme fonction lineaire, 
pouvant s’ecrire ainsi qu’il suit 

(— i)«ci + (— + i ) 3 

n’est evidemmcnt qu’un cas particulier de la formule generale 

.r 0 -f- olx x a 2 # a 4~ a 3 x 3 , 

X 

lorsqu’on designe par a une des valeurs de l’expression ((i))'. 
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CHAPITRE XI. 


DECOMPOSITION DBS FRACTIONS RATIONNELLES. 


§ I. — Decomposition dune fraction rationnelle en deux autres fraction, 

de mime espece. 

Prenons pour f(x) et F(a?) deuxfonctions entieres de la variable x 

A*) 

h'(x) 

sera ce qu’on appelle une fraction rationnelle. Si Ton designe par m li 
degre de son denominateur F(a?), l’equation 

(t) F(x) = o 

admettra m racines reelles ou imaginaires, egales ou inegales; et si 
en les supposant d’abord toutes inegales, on les represente par 

&0, ^ 2 ? * * *> &m~~\y 

les facteurs lineaires du polynome F(a?) seront respectivement 

X X„, X — X L , X — X s , X — 

Cela pose, faisons 

(2) F(#) = (x — <z 0 ) cb{x) 

et 

A^ _ A> 

9 (■*■<>) 


( 3 ) 
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o(x 0 ) n’etant pas nul, la constante A restera finie, et la difference 

f(x) _ A _ f(x) — A ?Q) 

9(57) 9 (a:) 

s’evanouira pour x — x 0 . Par suite, il en sera de meme du polynome 

f(x) — A<p(ar), 

et ce polynome sera divisible algebriquement par x — x 0 ; en sorte 
qu’on aura 

f{x) — Affl(dj) —{x — x 0 )x{x), 

( 4 ) /(<e)=A<p(a?)-f-(.z — x„)x(x), 

^(o?) designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Si 1 ’on 
divise par 'F(x) les deux' membres de cette derniere equation, en 
ayant egard a la formule (2), on en conclura 

(5) /O) _ 4 , X(*) 

’ ' F (x) x — x 0 y(x) 

Done, si I’on partage le polynome F(a?) en deux facteurs dont l’un 
soit lineaire, on pourra decomposer la fraction rationnelle 4 -t 1 — en 
deux autres qui aient pour denominateurs respectifs les deux facteurs 
dont il s’agit, et dont la plus simple ait un numerateur constant. 

Concevons maintenant que Ton partage la fonction F(a?) en deux 
facteurs dont le premier, au lieu d’etre lineaire, corresponde a plu- 
sieurs racines de l’equation F(a?) = o. Prenons, par exemple, pour 
ce premier facteur le facteur du second degre 

{x — x a ){x — Xi), 

et posons, en consequence, 

(6) F(x) = (x —’x 0 ) {x — x t ) 

La fraction conservera une valeur finie, non seulement pour 
x — x 0 , mais encore pour x — x K \ et, si l’on designe par u un poly- 
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nome du premier degre qui, dans 1’une et l’autre liypothese, devienne 
esal a on trouvera (Chapitrc IV, § I) 

f(x o) X — Xy , /(*)) X—X 0 

( n ) U — —; -r -r -,-• 

?(a?o) ^0” ?Ol) ^1 — ^*0 


Le polynome « etant determine, comme on vicnt do Ie dire, 1’equa- 
tion 


/O) 

c p(x) 


— U O 


OH 


/(#) — U CO {x) “O 


comptera parmi ses racines a; 0 et x ,; et par suite Ie polynome 

/(■*) — uo(.t) 

sera divisible par Ie produit 


On aura done 


(X—X 0 ) (X — Xy). 

/O) — u <s(x) = (x — x 0 ) (J? — .X',) 


(8) /(ar) == «®(^) + (a; — a? 0 )(a? — Xy)%(x), 


y\x) designant une nouvelle fonction entiere do la variable .r. Si Ton 
divise la derniere equation par F(a?), qn ayant egard a la formule (G), 
on en conclura 

( 9 , Ml = _if_. x(£). 

^ ( X ) ( X X 0 ) {X X | J <p ( X ) 


On prouverait de meme qu’il suffit de poser 


(io) 

i 

o 

1 

II 

• (j? — cp(, 

et 




/ /Oo) (x 

-#J ) (a? - X.y) 


1 <pOo) (a?o 

X\ ) x 2 ) 

(") 

] /Oi) (« 

— x 0 ) (x — x 2 ) 


1 ' ®Oi) <>i 

— X 0 ) (Xy— iC; ) 


[ {x 

1 

j* 

1 

i 

3 


\ ®(# 2 ) (# 2 

«? 

L 

$ 

1 
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pour obtenir une equation de la forme 

( I2 ) /(£)__«_ x(g) 

EO) (.x — x 0 ) (x — a.',) (x — x 2 ) <?(>•)’ 

etc. 

Ainsi generalement, lorsque Pequation F(a?) =o n’a pas de racines 
egales, si Pon partage le polynome F(;r) en deux facteurs dont le pre¬ 
mier soit le produit de plusieurs facteurs lineaires, la fraction ration- 
nelle sera decomposable en deux autres fractions de meme espece 
qui recevront pour d6nominateurs respectifs les deux facteurs ci- 
dessus mcntionnes, et dont la premiere aura un numerateur d’un 
degre moins eleve que son denominateur. 

Je passe au cas oil Pon suppose que Pequation F(a?) = o a des ra¬ 
cines egales. Soient, dans cette seconde hypothese, 

a , b , c, ... 


les diverses racines de cette meme equation, et designons par m' le 
nombre des racines egales a a; par m"\% nombre des racines egales 
a b; par m le nombre des racines egales a c, etc. La fonction F(a?) 
sera equivalente au produit 

(x — a) m '(x — b) m " (x — c) m “.., 


ou a ce produit multiplie par un coefficient constant, et Pon aura 

m' + m"+ m!" -I -... — m. 

Cela pose, faisons 

(i3) F(#) = (x — a) m '<o(x) 


et 

(i4) 


/(«) . 

?(«) 


: A. 


cp(a) n’etant pas nul, la constante A restera finie, et la difference 


/(”) A 
?(*) 


OEuvrcsdeC .— S. II, t. III. 


3 9 


1 
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s’evanouira pour x — a. On en conclura que le polynome 

f(x) — Ao(x) 

est divisible par x — a, et l’on aura, par suite, 

(i5) /(®) = A®(ai) + (a-a)x(af), 

yfx') designant une nouvelle fonction entiere de la variable x. Enfin 
si Ton divise par F(a?) les deux membres de l’equation (i5) en ayam 
egard a la formule (i3), on trouvera 


06) 


/(*) _ 






F(a?) (x — a) /n ' (x — a) fn '~ l y (x) 

On demontrerait, en raisonnant de la meme maniere, qu’il suffit d< 


poser 

(«7) 

et 

(18) 


F (x) =z(x — a) n ’ (x — b) m " <p (x) 


f( a) x—b f(b) x — a 


© (a) a—b ‘ 9(6) b — a 

pour obtenir une equation de la forme 


(19) 


/(*) 


x(*) 


F(a?) {x — a) m ‘(x — b) m " (x — a )' n ’~ 1 (x — b) m “~ 1 o(x) 


II. — Dicomposition d'une fraction rationnelle, dont le denominateu 
est leproduit de plusieurs facteurs lineaires inegaux, en fractions.sim 
pies qui aient pour denominateurs respectifs ces mimes facteUrs Uneaire 
et des numerateurs constants. 


Soit 


/(*) 

F(*) 


la fraction rationnelle que l’on considere; m le degre de lafonctio 
F(a?), et 


«0> 


> ^m—l 


'Z'l ? 
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les racines de 1’equation 
(0 F(«) = o 

supposees inegales. On aura, en designant par'£ un coefficient con¬ 
stant, 

(2) F(x)=zk(x — x B )(x — x t ).. .(x — x m - t ); 

et, en vertu des principes etablis dans Ie paragraphe qui precede, la 
fraction rationnelle pourra etre decomposee en deux autres, 
dont la premiere sera de la forme 

X — X Q 

A 0 representant une constante, tandis que la seconde aura pour deno- 
minateur 

F(«) ,, w , , . 

"x — x a =*0~ x t )(x — x t )...(x~x n . t ). 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la meme me- 
thode, on obtiendra : 

i° Une nouvelle fraction simple de la forme 

At . 
x — X t ’ 

2 0 Une fraction qui aura pour denominateur 
k(x — xt)...(x — x m ^). 

En continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du polynome 

F(a>) = k{x — x B ) (x — x t )... (x — x,,,^) 

tous les facteurs lineaires qu’il renferme; en sorte qu’on reduira defi- 
nitivement ce polynome a la constante k . Done, lorsque, par une suite 
de decompositions partielles semblables a celles que nous venons d’in- 
diquer, on aura extrait de la fraction une suite de fractions sim- 
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pies de la forme 

An A t A 2 . A„,_1 

X — X„ X — X x X — X, ’ ’ X — 

le reste ne pourra etre qu’une fraction rationnelle a denominate 
constant, c’est-a-dire une fonction entiere de la variable x. En de: 
gnant par R cette fonction entiere, on trouvera 

(3) + + + 

Jb (#) X — X 0 X — x x X — X 2 x — X m ~i 


II reste maintenant a savoir quelles sont Ies valours des constantes 


Ai, A 2 


, A 


m—1* 


Ces valeurs se deduiraient sans difficulte de la methode de decomp 
sition indiquee dans le § I. Mais on parvient plus directement a le 
determination a l’aide des considerations suivantes : 

Si l’on multiplie par F(#) les deux membres de l’equation (3), i 
en tirera 


(4) 


f{x) — R F(cr) + A 0 

A 


F(a?) 
x — x§ 

F(x) 

X - X , 


■A, 


F(x) 


-+-. 


F (x) 


Si dans les deux membres de cette derniere formule on fait 


x = x 0 4- z. 


la somme 


RF(.z) 


F(#) 

1 x — x x 


• A, 


F(.r) 


F(a-) 


x — x^ 


qui est evidemment un polynome en x divisible par x — x 0 , pre'nd 
la forme 

zl. 


Z designant une fonction entiere de s, et Ton aura, par suite, 


f(x a -h s) ~ A, 


F { z ) 


-hsZ. 


(5) 
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Supposons maintenant que la substitution de x -+- z au lieu de x dans 
la fonction F(a?) donne generalement 

(6) F(* + i;) = F(a) + jF 1 (s) + s 5 F ! (*)+.... 

On en deduira 

F ( x {) + -s) — z Fj (^o) -t- s 2 Fs (•*<,) ■+-...» 

et l’equation (5) deviendra 

f{ x o"I - z ) —- Ao[F,(afo) ■+■" FaC^o) ■+■...] -t- si. 

Lorsqu’on fait dans cette derniere s = o, elle se reduit a 


/(««) - Aq F! {CC 0 ), 


et l’on en conclut 


(7) 


A 0 = 


f(x o) 
Fi(a?o)' 


On trouverait, par un calcul entierement semblable, 


( 8 ) 


A, 


_ f(^) 



/(*») 
F] ( a ;*) ’ 


A™—i 


1 ) 

Fi( & m —1 ) 


Les valeurs qu’on vient d’obtenir pour 


Aj, A s 


sont evidemment independantes du mode employe pour la decompo¬ 
sition de la fraction rationnelle d’ou il resulte que cette fraction 
ne peut 6 tre decomposee que d’une seule maniere en fractions sim¬ 
ples qui aient pour denominateurs les facteurs lineaires du polynome 
F(a;) avec des numerateurs constants. 

II est aise de voir comment l’equation ( 7 ) et la formule (3) du pa- 
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ragraphe precedent s’accordent entre elles. En effet, F, ( x 0 ) est ce qi 
devient le polyndme 


Fi(ar 0 ) +-sF 2 (^ 0 ) +• • 


F(a?o-t- -s) _ F(a?) 

s x — x 0 


lorsqu’on y fait s = o ou x = x 0 ; et par suite, si l’on pose 

(9) ¥(x)~(x — x 0 )cp(x). 


on aura 


(10) 


Fi(^o) = <pOo)> 


_/(*o) 
1 <p(«o) 


Pour montrer une application des formulcs ci-dessus etablies, su{ 
posons qu’il s’agisse de decomposer en fractions simples la fractio 
rationnelle 

x n 

X“ L — I ’ 


n designant un nombre entier inferieur a m. On aura, dans ce cas pai 
ticulier, 

f(x) — x n , V{x)~x m —1, A" =11; 


et, si I’on represente par h un nombre entier qui ne surpassc pas ~ 
les diverses racines de l’equation F(a?) = o, toutes inegales entr 
elles, seront comprises dans la formule 

2/i7i /- . l/llZ 

cos- ± v — i sin- 

m ' m 


Soital’une de ces racines, et cherchons le numerateur A de la fra< 
tion simple qui a pour denominateur x — a. Ce numerateur sera 

A — /(«) _ ^ 

F,(aj Fj(a j ’ 

la valeur de F ( (a) etant determinee par l’equation 
F(a) -+- 5F t («) -t-... — F(o z) = (a -+- s) m — ma m ~ l z 
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et par consequent egale a ma m ~'. On trouvera, par suite, 

nil t 

A = -- = — a' l+l -' n . 

ma m ~ l m 

Comme on a d’ailleurs 


2 /l 7 T , /- 

COS- ± y “ 


— . 2/l7rV 

• i sin- 

m J 


cos 


2 h (n -b1) 7t 


±\/ : 


1 sm 


2 h (n -b 1) tv 


m 


on conclura de ce qui precede, en faisant, pour abreger. 


(JO 


(n -4- 1) 7i 
m 


x n 1 f \ 


x m — 1 " mix — 1 


( I2 ) \ 


COS 2 9 -b \J- 

— i sin 2 9 

27T 

X — COS - 

m 

- - . 2 7T 

\J— i sin — 
v m 

cos 4 9 -b \J- 

— r sin 4$ 

4 7T 

X — COS - 

m 

- . 47T 

\J— i sin — 
v m 


cos 2 0 — sj — i sin 26 


27T 


/- . A 7t 

x — cos- b V— i sin — 

m m 

cos4$ — \/— 1 sin4# 


cos 


4 7T 
m 


-f- 1 sin 


4?r 


On trouverait, en raisonnant de la meme maniere, 


cos 


9 -b \J— 1 sinfl 


cose 


V“ 


i sine 


(i3) 


cos- 


cos30 - 


v : 


i sin - 


r sin30 


x — cos- b 

m 


7r 

r sm — 
m 


3 7T y - . 3 71- 

COS —- — y — 1 sin • 




cos3 9 — \! — 1 sin 39 

3 -jt - . 3 7 i 

# — cos- b v— i sin — 


11 est essentiel d’observer que la derni&re des fractions simples com- 
prises dans le second membre de l’equation (r 2 ) ou (t3) sera, pour 
des valeurs paires de m, s’il s’agit de l’equation ( 12 ), et pour des va- 






On peut remarquer encore que, si dans les seconds membres des 6qi 
tions (12) ou (i 3 ) on reunit par l’addition deux fractions simples c 
respondantes a deux facteurs lineaires conjugues du binome a? m ± 
la somme sera une nouvelle fraction qui aura pour denominateur 
facteur reel du second degre, et pour numerateur une fonction r&e 
et lineaire de la variable x. On trouvera, par exemple, en prem 
n = 0, m = 3 , 


1 / 2 — x 1 \ 

3 \x' 2 — x-h 1 x n~ 1 J 

II est facile de g6neraliser cette remarque ainsi qu’il suit. 

Supposons que, les fonctions entieres/(a?), F(a?) etant reelles, 
designe par 

a -I- §\J— 1 , a — S^/ZTi 

deux racines imaginaires conjuguees de l’equation (1), ct pren 
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pour A ot B deux quantites reelles propres a verifier la formule 


( 18 ) 


/(« + 6 y/— 0 

Fi(a -i -G\J— i) 


— A — B v 7 — i, 


F,(a?) representant toujours le coefficient de z dans le developpement 
de F(a?-i-s). On aura necessairement 


f(cc — 6 y/ —0 
Fi(a — G'\J— i) 


— A -4- B v — I J 


et par suite, si Ton decompose la fraction rationnelle les deux 

r (u‘) 

fractions simples correspondantes aux facteurs lineaircs conjugues 
x — a. — 6 \j —■ i, x — a -+- 6 \j — i 


seront respectivement 

A — B \j- i A-t-B y/—i 

09) -g-7=*- ~ R ~/ = 

x — ct — 6 y/— i x — a H -6 y— i 


En ajoutant ces deux fractions, on obtiendra la suivante : 

lA(x — a) H- 2 B 6 


( 20 ) 


(x — S 2 


Cette derniei'e, qui a pour numerateur une fonction reelle et lineaire 
de la variable x et pour denominateur un facteur reel du second degre 
du polynome F(a;), ne difiere pas de la fraction 


u 

(x — x 0 ) — 

que renferme la formule (9) du paragraphe I, dans le cas ou,l’on 
suppose 

x 0 = cc-i- o \j — i, — a — 6 1 • 

OEuvres de C. — S. U, t. III. 
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g Uj _ Decomposition d’line fraction rationnelle donnee en d auti 
plus simples (jui aient pour denoimnateiirs i espectijs les fctctei 
lineaires du denominateur de la premiere, ou des puissances de < 
memes facleurs, el pour numerateurs des conslant.es. 

Soient 

/(■r) 

F (x) 

la fraction rationnelle quo l’on cons idem, m le degre du po; 
nome F(a;), et 

a, b, c, . . . 

les diverses racines de I’equation 

(l) F(x)=rO. 

On aura, en designant par k un coefficient constant, et par m', n 
m ... plusieurs nombres entiers dont la somme sera egale a rn, 

(a) F(x) = k(x — a)" 1 ' (x — b) m " (x — c)"'”. . . . 

Cela pose, si Ton fait usage de la methode exposee dans le pai 
graphe I, on deeomposera la fraction rationnelle on deux auti 

dont la premiere sera de la forme 

_A_ 

{x — a)" 1 '’ 

tandis que la seconde aura pour denominateur 

JT f Qp \ 

~—- a =k{x— a )" 1 '- 1 (x — b)' n " {x--c)"‘“ _ 

En decomposant cette seconde fraction rationnelle par la mh 
methode, on obtiendra : i° une nouvolle fraction simple 

_A;l__ 

\x — Cl )" 1 '- 1 ’ 



PREMIERE PAR TIE. - CHAPITRE XI. 


315 


dans laquelle A, represented une constante; a° une fraction qui aura 
pour denominateur 

k(x — a) ,rt '" 2 (x — b) m " (x — c) mm .... 

Kn continuant ainsi, on fera disparaitre successivement du poly- 
ndme F(a?) les differents facteurs lineaires dont se compose la puis¬ 
sance (x — a) m '; et, lorsqu’on aura extrait dp une suite de frac¬ 
tions simples de la forme 

__A_ _ A, _ A, _ _ _ A,„'_i 

\x — a) m '' > (x~a) m '~' 1 ' > ’ x — a 

le reste sera une nouvelle fraction rationnelle dont le denominateur 
se trouvera reduit a 

k(x — b) m " (x — c) m " - 

Si de ce reste on extrait une seconde suite de fractions simples de la 
forint* 

R R j R? B*._, 

(z~TjTf?’ -- by'*- 1 ' (x — x — b’ 

on obtiendra un second reste dont le denominateur sera 


k(x — c ) m ".... 


I 


Enfin, si l’on prolonge ces operations jusqu’a ce que le poly no me 1 (x) 
se trouve reduit a la constante k, le dernier de tous les restes sera une 
fonction rationnelle a denominateur constant, c’est-a-dire une func¬ 
tion entiere de la variable x. Appelons R cette fonction entiere. On 
aura definitivement pour la valeur de decomposee en fractions 


simples 


(3) 


I — Rh---> 

1 F(,^) (x—a)"‘ 

\ R_ 

J [x — by n " 

j c 

f + (* —c)" 1 ' 


A, 

(.x — a) m 

B, 

(x — b) m ’-‘ 

C, 

(x — c 



x — b 


x — c 




316 


COURS D’ANALYSE. 


A, A,, ... 9 A„,-_| f B, B ( ( • • -, , C, C|, ... , ^ • design 

des constantes quo I’on peut facilement deduire des principes'expc 
dans le paragraphe I, ou calender directement a 1’aide des considi 
tions suivantes. 

Faisons, pour plus de commodite. 


I 


R 


B 


B, 


B 


(x—b) m " (x — b)" 1 "- 1 

C C, 


nr—i 

X — b 


(4) 


(x — c) ni '" (x — c) n 


x ^ m m — l 
X — C 


0 


1 . (x— b) m " (x — c)" 1 '".. 

Q sera une nouvellc fonction entierc de la variable x, et l’equation 
deviendra 


/(£) 


Ai 


A,,,'.. 


0 


F(a:) (x — a(x — a ) m '~ l x — a (x — b) m ’(x — c)" 1 *. 

Si l’on multiplie les deux membres de cctte dernierc par 

F(^) ~ Jc ( x — a) m ' (x — b) m " (x — c ) m "..., 

on cn conclura 

F(«) 


(5) /(a;) = [A-l-A 1 (^-«)+--- + A [x — -4- k Q {x 

et par suite, en faisant 

x — a -t- z, 

on trouvera 


(6) — (A + Ai--h...-t~ A,„'_i i m+I ) ■ - ■ + Lz" 1 , 


Z designant la valeur du polvnome kQ exprimee en fonction d< 
Supposons maintenant que la substitution de x + s, au lieu d< 
dans les fonctions f(x) et F(a?), donne generalcment 

1 f( x + ~ fi x ) -+■ z fii x ) •+■ z ~ fz( x ) + • • ■> 

< F(ar + s) — F(«)-h-F,(«) h-5 2 F 2 («) 

( -l- z m F„,'(ic) -h z" l+l F m ' +1 (a;) -t-. ... 


(7) 





( 10 ) 
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On aura, en prenant x = a 4- s, et observant que le developpement de 
la fonction 

F(a?)=F(a4-.5) 

doit etre divisible par (x — a) m ' = z m ', 

/0 . ( /(« + -)=/(fl)+i/i(a)+s7!(«)+.-> 

( O ) j 

I F(« + s) = [F m .(a>+ sF«- + .(a) + F„. +1 (a) +.. 

(9) F(a)=o, F, (a) = o, F„ t -_, (a) = o. 

Cela pose, la formule ( 6 ) se trouvera reduite a 

1 = (A -t- Ajs 4 - A 2 s 2 •+-...) [F,„'(a) 4 - z F,„' + i(®) 4- £ s F m ' +2 («) + -.-] 4- z m ' Z, 

et Ton en tirera, en egalant dans les deuxmembres les coefficients des 
puissances semblables de s, 

//(«) = A F„.(a), 

J /i(«) = A, F,„.(«) - 1 - A F m -+,(a), 

) /.(a) = A S F,„'(«) 4- A, F m - +1 (a) 4- AF,„' + ,(a), 


On trouvera par un calcul entierement semblable 


1 /(6)=BF„.(6). /,(4) = B 1 F„.(i) + BF«. +I (i) 1 f\Jb)=..., 

( 12 ) j/(c) =CF„.(c), fi{c) = C, F„,-(c) 4- C F,„»m(c), f s (c)=..., 

( . ? . . . * 


Ces diverses equations suffiront pour fixer completement les valeurs 
des constantes A, A,, A 2 , ..., B, B,, B,, ..., C, C,, C 2 , — Elies don- 
neront, par exemple, 


(i3) 



/(«) 

/i(8)-AF„' M (a) 

F,„-(a) 

./ 2 (a) A, F t/j'-hi ( a ) A Fm'+2 (^) 

F„,-(a) 
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Les constantes ainsi determinees etant evidemment independantes ( 
mode employe pour la decomposition de la fraction rationnelle 

il en resulte que cettc fraction est decomposable d’une maniere seul 
ment en fractions simples de la forme de celles que renferme le secoi 
membre de l’equation ( 3 ). 

II est aise de voir que la premiere des equations (i 3 ) s’accorde av 
la formule (i/|) du paragraphe I. En effet, la quantite F,„ (a) est 
que devient le polynome 


F m -(tf ) "+" - ( a ) ■+■ F, 


F(«M-^_ F(aD 

’s'"'" ~{x—a) M ' 


lorsqu’on y fait ; = ooua; = a; et par suite, si l’on pose 


(14) 


F(a?) = (x — a)"''<p(x). 


on aura 


(i5) 


F,„•(«) = ?(«), 


A = 


/(«) 
<P(«) * 


Dans le cas oil, les fonctions et F(a?) etant reelles I’une 

l’autre, l’equation F(a?) — o admet m! racines egales a a -1- S \J — 1 , 
meme equation admet encore m' racines egales conjuguees aux pt 
mieres, etpar consequent representees par 

a — 6 1 . 

Dans cette hvpothese, si, apres la decomposition de la fraction ratio 
nelle 

/(*) 

F(a?) ’ 

on reunit deux a deux les fractions simples qui ont pour denomin 
teurs 

(x — a — —i) m et ( x — a-t-6y/—i)" £ , 

(a; — a — 6 \J — i)" 1 _1 el (x —a + 6 \/—i) m_l , 
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enfin 


x — a — 6 \j — i et x — a -t- S — i, 


les differentes sommes obtenues seront des fractions reelles et ration- 
nelles qui auront pour denominateurs respectifs 


[O — a)--h S 2 ]"*', 
{(x — a) 1 -+- 6 s ]'"'- 1 , 


(x — a)--h 6% 


et dont le systeme pourra etre remplace par une suite d’autres frac¬ 
tions qui, avec les memes denominateurs, auraient pour numerateurs 
des fonctions reelles et lineaires de la variable x. Au reste, il est 
facile de calculer directement cette nouvelle suite de fractions, en 
commenoant par celles qui correspondent aux plus hautes puissances 
( l e ( x — a) 2 -f- S' 2 . Cherchons, par exemple, celle qui a pour denomi- 
nateur 

[{x — a)- + 6 S ]'"'= (x — a — %\J—i) m '(x — a -t- S i)"* • 

D’apres les principes etablis dans le paragraphe I, elle sera 


(, 6 ) 

pourvu que Ton fasse 


(>7) 

et 
C 1 8) 


2 6 \J — 1 


[(.*• — oc) 2 -+-6 2 ]" 1 '’ 


<p(a H- 6 \J — i) 


<q (x) 


F(tf) 


6 V/— i 


L(d? — a)* 4-6*]^ 

Ajoutons que, si dans la formule precedente, on pose successivement 


x m a -j- 6 \J —- i ■+" 


Xzzzot 


— 6 \J — I -b Zj 
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on en conclura, cu egard a la seconde des equations (8), 


o (a H- 6 y/-7 4 - z) — J F; "-'if 

' . (26^-, + ;)'" 

®(a - S v /=7 + =) = IsLtl- i/- 0. 

(-aGv/- 7 -hs)“’ 


et, par suite, 

(*9) 


L(« + 6 v /~) = , 

J (26 

I o(a — <o\j — 1 ) — ( — 1)<«' ?..VT 1 ) . 

1 (2 6 V /™V" 
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CHAPITRE XII. 

HE S SERIES RECUR RENTES. 


§ I. — Considerations generates sur les series recurrentes. 
Unc serie 


(') ctico, ..., a n x n , ..., 

ordonnec suivant les puissances ascendantes et entieres de la va¬ 
riable x, est appelee recurrente, lorsque dans cette serie, consideree a 
partir d’un termo donne, le coefficient d’une puissance quelconque de 
la variable s’exprimc on fonction lineaire des coefficients des puis¬ 
sances inferieurcs pris en nombre fixe, en sorte qu’il suffise de re- 
courir aux valeurs de ces derniers coefficients pour en deduire celui 
quo Ton chorehe. Ainsi, par exemple, la serie 

( 2 ) r, 2X, 3# s , ..., 

est recurrente, attendu que, si 1’on fait 

a n =n-+- 1 , 

on aura constamment, pour des valeurs de n superieures a 1’unite, 

( 3 ) a n =2a n - l — a n ^ 1 . 

En general, la serie (1) sera recurrente, si, pour toutes les valeurs de 
n superieures a une certaine limite, les coefficients 

&n 9 a /i -It 2> *•*> a n-m 

de plusieurs puissances consecutives de x se trouvent lies entre eux 

OEuvreadeC .— S.II,t. III. 
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par une equation du premier degre. Soit 

(4) ka n - m 4- la.n-m+1 + -t- <]a n — o 

l’equation dont il s’agit, k, l, ...,p,q designant dcs constantes d6te 
minees. La suite de ces constantes formei’a cc qu’on appclle Veche 
de relation de la serie, echelle dont les constantes elles-memes sero 
les differents termes. 

Dans la serie (i), supposee recurrente, la variable cc ct les cocf 
cients a 0 , a,, a 3 , ..a n peuvent etre ou des quantites reclles, ou d 
expressions imaginaires. Cela pose, represenlons par p„ le module < 
1 ’expression a n , et par consequent la valour numerique de cette e 
pression, lorsqu’elle est reelle. On conclura immediatement des pri 
cipes etablis dans les Chapitres YI et IX que la serie (i) sera taut 
convergente, tantot divergentc, suivant que lc module ou la valei 
numerique de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limit 
vers lesquelles converge, tandis quo n croit indefiniment, l’expre 

sion (p n ) n . 


II. — Developpement des fractions rationnelles eri series recurrente 


Toutes les fois qu’une fraction rationncllc pout se developper < 
serie convergente ordonnee suivant les puissances asccndantes 
entieres de la variable, cette serie est en mcme temps recurrent! 
ainsi qu’on va le faire voir. 

Considerons d’abord la fraction rationnclle 


W , ----, 

{x — a) nL 

dans laquelle a, A designent deux constantes rcellcs ou imaginaire 
et m un nombre entier. Elle pourra se mettre sous la forme 


(->) 



X 

a 


—m 
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et sera developpable, aussi bien que l’expression 


en serie convergente ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
entieres de la variable x, si la valeur numerique du rapport ^ sup¬ 
pose reel, ou le module du meme rapport suppose imaginaire, est une 
quantite comprise entre les limites o et i. Cette condition sera rem- 
plie, si le module do la variable x, module qui se reduit a la valeur 
numerique de la m6me variable quand celle-ci devient imaginaire, est 
inferieur au module de la constante a; et Ton aura, dans cette hypo- 
these. 


1.2.3 .. .(m — i) 
i. 2 . 3 ... ( m — i) 


2.3.4 •.. m x 

x . 2 . 3 . .. (m — x) a 

3 . 4 - 5 ...(m -f-1) x- 
i. 2.3... ( m — i) a 2 


On trouvera par suite 


/3~l A lV ./ A m Ax m(m + 1) A^ ! 

v ; (x— a) m v \a m i x.2 a /;i " M 


et si Ton fait, pour abreger, 


( - l)m ^ = a 0, 


m A 


7 // 1-+-1 — “t* 


m(m-hj) A _ 


1.2 a N 


on obtiendra l’equation 


(x — a)‘ 


— a§-\-a Y x 4 - a 2 x z -b . . - H- a Jl x n ■ 


( 5 ) 
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ct generalement 

(9) a m a, l — ™ a m ~ l ...± a B _, 

II est cssentiel de remarquer que l’equation (9) a lieu seulement pour 
des valeurs entieres de n egales ou superieures a m, et qu’elle doit 
etre remplacee, lorsqu’on suppose n<^m, par l’une des formules (8). 
De plus, commc l’equation (9), etant lineaire par rapport aux con- 
stantes 

&11— 1 > 2 , * • dti-mi 

donnera pour la premiere de ces constantes une fonction lineaire de 
toutes les autres, il en resulte que, dans la serie 

( 10 ) a 0 , a^x, a 2 a: 2 , ..., a n x n , ... 


consideree a partir du terme a m x m , le coefficient d’une puissance 
quelconque de x s’exprimera en fonction lineaire des coefficients des 
puissances inferieures pris consecutivement et en nombre egal a m. 
Cette serie sera done l’une de cedes que nous avons nominees ricur- 
rentes. 

Parmi les diverses formules particulieres qu’on peut deduire de 
l’equation ( 3 ), il est bon de remarquer cedes qui correspondent aux 
deux suppositions m = 1, m = 2. On trouve, dans la premiere hypo- 
th6se, 


0 0 


A 

x — a 



et, dans la seconde, 


(12) 




x z -H.... 


Les deux formules precedentes, dont la premiere determine la somme 
d’une progression geometrique, subsistent, ainsi que 1 equation ( 3 ), 
toutes les fois que le module tie x est inferieur au module de a . 
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Concevons maintenant que Ton multiplie les deux membres de liqua¬ 
tion precedente par (a — x') m ; on en tirera 


/ 


( 6 ) 


(_ j)»*A = _—l) a m-2 a; 2 +...±: (<z 0 -t- a \ x -+- a 2 .« 2 -+- 

r= a m (a 0 4- a.\X -4- a 2 # 2 cc m -\-a m+l x m+l ~h.. .) 


...) 


— a" 1 - 1 (a 0 .£ -+- a^ 2 -!-.. .4- « m _,;r M 4- a„ 




m (' m 1 ) a'*- 2 (a 0 « 2 4-... 4- H- a m _, ) 


1.2 


: (a 0 x m -H a x 


ou, ce qui revient au meme, 


(— i)«A m a m a 0 -+- ( a m a x — y a®" 1 ^ 


(7) 


[ TYl 

a m a^ -- <2 m_1 < 


m(m — i) 


[ . 2 


X s 


m , m (m 

H- a m a n - - a m - x a n ^ x H-^-y 


m ( 77i — i) „ 

' / y-t ftl — 2 sv 

- Cl Cl n —2 — . 

2 




Cette derniere formule devant subsister toutes les fois que le module 
de la variable x estinferieur au module do la constante a, par conse¬ 
quent toutes les fois que Ton attribue a x une valeur reello peu difle- 
rente de zero, on en conclura, par des raisonnements semblables a 
ceux que nous avons employes pour demontrer lc theoreme VI du 
Chapitre VI (§ IV), 


(8) 


(—i) m A = a nt a 0 , 
m 


a m a< 


a m ~ x a 0 o, 


a m a t - a m ~ l t 

i 


m (m — x) 


i. 2 


a m ~ 2 a 0 ~ o, 
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et generaloment 


(<0 


>i m n, 


n"‘ 1 o„ 


!» ( >l> — 
i 


0 


, r-r 0. 


II est essentiel de rernarquer qua l’equalion (9) a liou seuloment pour 
ties valour* eulieres do n egales ou superieuros a m, et qu’elle doit 
etre remplaeee, lorsqu’on suppose n <^m, par l’uno des formulas (B). 
Do plus, eomino {'equation (<>), etant lineaire par rapport aux con- 
stantes 

^/j i * dn 3* * • * » /« t 

donnera pour la premiere da res constuntes une function lineaire do 
twites les autres, il on reunite quo, dans la serie 

(n>) «», tiff, t'fi' t , •••> «»«•", ••• 


oonsidoroo a parlir du tormo a m .r m , lo. eoollicienl (rum 1 puissance 
(juolooiujuo do x s’exprimera on function lineaire des coefficients des 
puissances inforioures pris eonsoeulivemcnl et en numbre egal a m, 
Cette serie sera done, 1 ’une de cellos quo nous avons nommees rdcur- 
nntts. 

1‘armi los diverse* tommies partieuliiircs qu’on peut deduire do 
l’equation t' 5 ), il est bon de remarquer cellos qui correspondent aux 
deux suppositions m ■ ■■; t, m a. On trouvo, dans la premifire hypo- 
tlicse. 


00 



(» 




H, clatiH In Ht»rom!ct 




C.r 


iif 


*1- 3 - . X 
(V 


-I - 3 I X s 4 


, A i 

a* 




Ces deux formules preeidentes, dont la premiere determine la somrao 
d’ujie progression geometriquo, subsistent, ainsi quo I’equatiou (B), 
litotes les f’ois que le module tie a; est inferieur au module de a. 
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Lorsque dans l’equation (12) on fait en meme temps 

A = 1, a — 1, 

on obtient la suivante 


(i3) 


t— -n =i + sa -4- 3 .a? 2 -+- 4^ 3 -+- • • 

— 


qui a pour second membre la somme de la serie (2) (§ I), et suppose 
le module de x inferieur a I’unite. 

Considerons maintenant une fraction rationnelle quelconque 


(> 4 ) 


f{x) 


f(x), F(a:) etant deux fonctions enliercs de la variable a;. Represen- 
tons par a, b, c, ... les diverses racines de 1’equation 


(15) F(.*) = o, 

par mf le nombre des racines egales a a, par m" le nombre des racines 
egales a b, par m'“ le nombre des racines egales a c, ..., et par k le 
coefficient de la plus haute puissance de x dans le polynome F(a?), en 
sorte qu’on ait 

( 16 ) F( x ) = k{x — a) m ' (x — b) m " (x — c)” 1 "’ .... 

La methode exposee dans le Chapitre precedent fournira, pour la de¬ 
composition de la fraction rationnelle j^rj en fractions simples, une 
equation de la forme 


(!7) 



R 


(x — a) m ' 

B 

(x — b) m “ 



A t 

(# — 

Bt 

(x — by n "~ l 

C t 

(x — c) m> "- L 


Am-l 
x — a 

1 

x — b 

1 

x — c 


A, A,,..., B, B,,..., C, C,,..., etc., designant des constantes determi- 
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nees, et R une fonction entiere de x qui s’evanouira lorsque le degre 
du polynome f(x ) sera inferieur a celui du polynome F(a?). Cela 
pose, concevons que le module de la variable x soit inferieur aux mo¬ 
dules des diverses racines a, b, c, ..e t par consequent- au plus petit 
de ces modules. On pourra developper chacune des fractions simples 
que renferme le second membre de l’equation (17) en une serie con- 
vergente ordonnee suivant les puissances ascendantes de la variables; 
puis, en ajoutant les developpements ainsi formes au polynome R, on 
obtiendra une nouvelle serie convergente toujours ordonnee suivant 
les puissances ascendantes de x, et dont la sorame sera equivalente a 

la fraction rationnelle Soit 

FO) 

( 18 ) a 0 , a^x, a^x*, ..., a n x n , ... 


la nouvelle serie dont il est ici question. La formule 

fix') 

( 19 ) £' == a 0 -i-a i x + aix* + ... 

■r K x ) 


subsistera toutes les fois que cette nouvelle serie sera convergente, 
c’est-a-dire toutes les fois que le module de la variable a? sera inferieur 
au plus petit des nombres qui servent de modules aux racines de 
Fequation (i 5 ). J’ajoute que la serie (18) sera toujours une serie 
recurrente. C’est ce que Ton prouvera aisement ainsi qu’il suit. 

Designons par m la somme des nombres entiers m r , m", m'", ..., ou, 
ce qui revient au meme, le degre du polynome F(a:), et faisons, en 
consequence, 


( 20 ) 


F(j?) =r: kx m - 4- -4- . . .-4- px -4- q, 


k, l, q representant des cortstantes reelles ou imaginaires. 

L’equation (19) deviendra 



Apres l’avoir mise sous la forme 

(22) f{x) — (g px - h. .*.-4- lx ni ~~ l -h kx m ) (a 0 -4- a Y x 4 - a^x~-\-. . .), 


328 


COURS D’ANALYSE. 


on en tirera, en developpant le second membre comme on l’a fait pour 
1’equation (6), 

f f(x) == qa 0 + {qcii +pa 0 )x+... 

(23) < •+■ “l - --- + fej + kcio ) X m -t-. . . 

( +(?<*«+ P a n~i + ••■•+■ l a n-m +1 + ka n ^ m ) X n + . . . . 

Cette derniere formule devant subsister tant que le module de la va¬ 
riable x est inferieur aux modules des constantes a, b, c, ..., on de- 
montrera, par des raisonnements semblables a ceux dont nous avons 
fait usage pour etablir le theoreme VI du Chapitre VI (§ IV), que les 
coefficients des puissances semblables de x dans les deux membres 
sont necessairement egaux entre eux. 11 en resulte : i° que les coeffi¬ 
cients des diverses puissances de x dans les differents termes du poly- 
nome f(x) sont respectivement egaux aux coefficients des memes puis¬ 
sances dans la serie dont la somme constitue le second membre de 
l’equation ( 23 ); 2 0 que dans cette serie les coefficients des puissances 
dont l’exposant surpasse le degre du polynome f(x) sc reduisent a 
zero. D’ailleurs, si Ton considere un terme de la serie dans lequel l’ex- 
posant n de la variable x surpasse le degre du polynome /(a;), et soit 
en meme temps egal on superieur a m, ce terme sera de la forme 

(q&n P&n~l “t“ . « • "4- t&n —m-t-l ktx n — 

Done, toutes les fois que la valeur de n, etant superieure au degre du 
polynome f(x), sera de plus egale ou superieure au degre m du poly- 
n6me F(o:), les coefficients 

^n— 1» • • •> fl> GLn—m 

se trouveront assujettis a l’equation lineaire 

( 2 4 ) qa-n -T-P&n-1 + 1 -+- ka, t _ m — o; 

et par suite, pour une semblable valeur de n, le coefficient a n de la 
puissance ocP s’exprimera en fonction lineaire de ceux des puissances 
inferieures prises consecutivement au nombre de m. La serie (;8) 
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sora done 1 une de celles quo l’on nomme recurrentes. Son eclielle de 
relation se composera des constantcs 


A-, l, g, 

respectivcment egales a ax coefficients des diverses puissances de x 
dans le polyndme F(a;). 

Parmi les series qui represented les developpements des fractions 
renlerme.es dans le second membre de la formule (17), et qui sont 
toutes convergentes dans le cas oil le module de la variable x reste 
inferieur aux modules des diverses racines de l’equation (io), l’une 
an moins deviendrait divergente si le module de la variable venait a 
surpasser celui de. quclque racine. Par suite, la serie (18), toujours 
convergente dans le premier cas, sera divergente dans le second. 
D’autre part, si l’on fait croitre indefiniment le nombre entier n, et 
si Ton designe par p a le. module du coefficient a a dans la serie (18), 
cetle serie sera convergente ou divergente (voir le § 1) suivant que le 
module de x sera inferieur ou superieur a la plus petite des limites 

de. (p„) Comme les deux regies de convergence que nous venons 
d’enoncer doivent necessairement s’accorder entre elles, on peut con- 
clure que le plus petit des modules qui correspondent aux racines de 

l’equation (1 5 ) est precisernent egal a la plus petite des limites de Vex- 

_ 1 

pression ( p„ ) ". 

Lorsque les deux fonctions/(a?), F(x) sont reelles, le coefficient a„ 
Test aussi, et son module p„ ne differe pas de sa valeur numerique. Si 
dans la meme hypothese l’equation F{x) — o ffia que des racines 
reelles, la racine qui pura la plus petite valeur numerique sera, 

d’apres ce qu’on vient de dire, egale (au signe pres) a la plus petite 

_ 1 

des limites de (p„) Enfin, si le rapport converge vers une 

pit -rl 

limite fixe, on pourra la substituer (Chap. II, § III, theoreme II) a 

_ 1 

la limilc cherchec dc Texpression (p) 71 . Cette remarque conduit a la 
regie qu’a donnee Daniel Bernoulli pour determiner numeriquement 

OEuvrcs de C. — S- II, t. III. 
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la plus petite (abstraction faite du signe) de toutes les quantites qui 
represented les racines supposees reelles d’une equation algebrique. 


§ 111 . — Sommation des series recurrentes, et fixation 
de leurs termes generaux. 

Lorsqu’une serie ordonnee suivant les puissances ascendantes de la 
variable x est a la fois convergente et recurrentc, elle a toujours pour 
sorame une fraction rationnclle. En offet, soit 


(1) fl„, a t x, a,x'-, ..., a n x", ... 

une scmblable serie, et supposons quo, pour des valours de n supe- 
rieures a une certainc limite, le coefficient a a de la puissance x a soit 
determine, en fonction lineaire des coefficients des puissances infe- 
rieures pris en nombre egal a n, par une equation de la forme 

( 2 ) ka n - m -\- Ida-m-i-i 4- ... -+- qa„ — o. 


en sorte que les constantes 

k, l, ..., p, q 


forment Fecbelle de relation de la serie. Si Ton multiplie la somme de 
cette serie, savoir 

Cl 1 X H— Cl.1 X" . . . 

par le polynome 

/«■'“+ lx" 1 - 1 px -+- <7, 


le produit obtenu sera la somme d’une nouvelle serie dans laquelle 
le coefficient de x", calcule comme dans le Chapitrc YI (§ IV, theo- 
reme V), s’evanouira pour des valeurs de n superieures a la limite 
assignee. En d’autres termes, le produit dont il est question sera un 
nouveau polynome d’un degre marque par cette limite. Si l’on designe 
ce nouveau polynome par f(x), on aura 


(3) f{oc) — {kx’ a -\- lx m ~' 4 -. .. px -t- q) (« 0 -+- a x x H- a^x' i + .. .) 
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et, par suite, 

(i) a { x 4- a„x--^-. . .rr____ /i' r ) _ 

kw"‘-h lx 1 "- 1 4 -. .. 4 - px -+- q 

Done toule serie qui, ordonnee suivant les puissances ascendantes et 
enlieres de la variable x, est a la fois convergente et recurrente, a 
pour sommc unc, Iraction rationnelle, dont le denominateur est un 
polynome dans lequel les puissances successives de x ont pour coef¬ 
ficients les differenls termcs de 1’echelle de relation de la serie. 

Lorsque pour taire connaitre une serie recurrente on donne seule- 
ment stis premiers termes et l’echellc de relation qui sert a deduire 
des premiers termes tous eeux qui les suivent, on determine sans 
peine, a I’aide de la methode que nous venous d’indiquer, la frac¬ 
tion rationnelle qui represente la somme de la serie dans le cas oil 
(die demeure convergente. Cette fraction rationnelle etant calculee, 
on pourra lui substituer une somme de fractions simples augmentee, 
s’il v a lieu, d’une fonction entiere de la variable x; et, si l’on cherche 
ensuit(‘ les series recurrentes qui, pour des valeurs de x convenable- 
ment choisies, expriment les developpements des fractions simples 
dont il s’agit, on obtiendra, en ajoutant les termes generaux de ces 
memos series, le terme general de la serie proposee. 



NOTES. 


NOTE [. 


sun LA TIIEORIE DUS QUANTITES POSITIVES ET NEGATIVES. 


On a beaucoup dispute sur la nature des quantites positives ou negatives, 
el Foil a donn6 a ce sujet diverses theories. Celle que nous avons adoptee 
(voir les Preliminaires, pages 2 et 3) nous parait la plus propre a eclaircir 
toutes les difficult^. Nous allons d’abord la rappeler en peu de mots. Nous 
montrerons ensuite comment l’on en deduit la regie des signes. 

De memo qu’on voit l’idee de nombre naitre de la mesure des grandeurs, 
de meme on acquiert l’idee de quantity (positive ou negative) lorsque Ton 
considere chaque grandeur d’une espece donnee comme devant servir a fac- 
croissemenl ou k la diminution d’une autre grandeur fixe de meme espece. 
Pour indiquer cette destination, on represente les grandeurs qui doivent 
servir d’accroissements par des nombres precedes du signe -h, et les gran¬ 
deurs qui doivent servir de diminutions, par des nombres precedes du 
signe —. Cela pose, les signes + ou ~ places devant les nombres peu- 
vent etre compares, suivant la remarque qui en a ete faite (’), a des 
adjeclifs places aupres de leurs substantifs. On designe les nombres pre¬ 
cedes du signe h- sous le nom de quantites positives , et les nombres 
precedes du signe — sous le nom de quantiles negatives . Enfin, l’on est 
convenu de ranger les nombres absolus qui ne sont precedes d’aucun signe 
dans la classe des quantites positives; et c’est pour cette raison qu’on se 
dispense quelquefois d’^crire le signe + devant les nombres qui doivent 
representer des quantitds de cette espece. 

En Arithmdlique, on op&re toujours sur des nombres dont la valeur par- 
ticuliere est connue, et qui sont par consequent donnes en chiffres; tandis 
que dans l’Algebre, ou l’on considere les proprietes generates des nombres, 


( 1 ) Transactions philosophiques, annee 1806. 
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on represente ordinairement ces m ernes nombres par des lettres. Une quan¬ 
tite sc trouve alors exprimee par une letlre pr6cedee du signe ou —. Au 
reste, rien n’empeche de representer les quantites par de simples lettres 
aussi bien que les nombres. (Test un artifice qui augmente les ressources de 
I’Analyse; mais, lorsqu’on veut en faire usage, il est necessaire d’avoir 6gard 
aux conventions suivantes. 

Comme, dans le cas ou la lettre A represente un nombre, on pout, d’apr^s 
ce qui a ete dit ci-dessus, designer la quantite positive dont la valeur nurne- 
rique est egale a A, soit par ~b A, soit par A seulement, tandis que — A 
designe la quantite opposee, c’est-a-dire la quantite negative dont A est la 
valeur numerique : ainsi, dans le cas ou la letlre a repr6sente une quantity, 
on regarde comme synonymes les deux expressions a el 4 - a, et l’on d6signe 
par — a la quantite opposee. 

D’apres ces conventions, si Ton represente par A soil un noinbre, soit une 
quantite quelconque, et que Ton fasse 

a = -t-A, & = — A, 

on aura 

- 4 - a ~ 4 - A, H- b — A , 

— a — A, — b ■=. A . 

Si dans les quatre dernieres equations on remet pour a ct b leurs valeurs 
entre parentheses, on obtiendra les formules 

( A) -f- A, 4- (—A) ~ — A, 

(0 

( —(-f-A)— — A, —(—A)—~f~A. 

Dans chacune de ces formules le signe du second membrc est ce qu’on appelle 
\e produit des deux signes du premier. Multiplier deux signes l’un par l’autre, 
c’est former leur produit. L’inspection seule des equations (j) suffit pour dta- 
blir la regie des signes , comprise dans le th6oreme que je vais dnoncer. 

TafiORfeME I. •— Le produit de deux signes se mb lab les est ton jours -b, et le 
produit de deux signes opposes est toujours —•. \ 

II suit encore des m&mes equations que le produit de deux signes, lorsque 
1 un des deux est 4 -, resle egal a l’aulre. Si done on a plusicurs signes k 
multiplier entre eux, on pourra faire abstraction de lous les signes 4-. De 
cette remarque on deduit facilement les propositions suivantes : 

fHfiORfeME II. — Si l on multiphe plusieurs signes les uns par les a litres 
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clans iui ordre cjuelconque, le produit sera toajours 4 -, lorsque les signes — 
seront en no mb re pair, et le produit sera —, dans le cas contraire. 

ThEorEme III. — Le produit de tcint de signes que Lon voudrci reste le 
meme, dans quelque ordre qiC on les mu It ip lie. 

One cons6qlienee immediate des definitions qui precedent, e’est que la mul¬ 
tiplication des signes n’a aucun rapport avec la multiplication des nombres. 
Mais on n’en sera point etonne, si l’on observe que la notion du produit 
de deux signes se presente des les premiers pas que Ton fait en Analyse, 
puisque dans l’addition ou la soustraction d’un monome on multiplie reelle- 
ment le signe de ce monome par le signe 4 ~ ou —. 

En partant des principes que nous venous d’etablir, on Icvera faciiement 
toutes les difficulties que peut offrir l’emploi des signes -+- et — dans les ope¬ 
rations de l’Algebre et de la Trigonometric. Seulement il faudra distinguer 
avec soin les operations relatives aux nombres de celles qui se rapportent 
aux quantiles positives ou negatives. On devra surtout s’attacher a fixer 
d’une maniere precise le but des unes et des autres, a defmir leurs resul- 
tats et a en montrer les propri6tes principales. C’est ce que nous allons 
cssayer de faire en peu de mots, pour les diverses operations que V on a cou- 
tume d’execuler. 


ADDITION ET SOUSTRACTION. 

Sommes et differences des nombres. — Ajouter au no mb re A le n ombre B ou, 
en d’autres termes, faire subir au nombre A l’accroissemenl 4- B, c’est ce 
qu’on appelle faire une addition arithmetique. Le r6sultat de cette operation 
s’appelle somnie. On l’indique en plagant a la suite du nombre A son accrois- 
sement -f- B, ainsi qu’il suit: 

A 4 - B. 

On ne demontre pas, mais on admet comme evident que la somme de plu- 
sieu/‘s nombres reste la meme dans quelque ordre qu’on les ajoute. C’est un 
axiome fondamental sur lequel reposent I’Aritbmetique, l’Algebre et toutes 
les sciences de calcul. 

La soustraction arithmetique est l’inverse de i’addition. Elle consiste a 
re tr a richer d’un premier nombre A un second nombre B, e’est-a-dire a cber- 
cher un troisieme nombre C qui, ajout6 au second, reproduise le premier. 
C’est la aussi ce qu’on appelle faire subir au nombre A la diminution —B. 
Le resultat de cette operation se nomme difference. On l’indique en plagant 
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a la suite clu nombre A la diminution — B, ainsi qu’il suit : 


A — B. 

Quelquefois on de signe la difference A — B sous le nom d ’exces, ou de reste, 
ou tie rapport arithmetique entre les deux nombres A ct B. 

Sommes et differences des quantites. — Nous avons expliqu6 dans les pr61i~ 
minaires ce que c’est qu’ajouter deux quantites entre elles. En ajoutant plu- 
sieurs quantites les unes aux autres, on obtient ce qu’on appelle leur somme. 
11 est facile de demontrer, en s’appuyant sur I’axiome relatif k 1’addition des 
nombres, la proposition suivante : 

ThEorEme IV. — La somme de plus tears quantites reste la meme, dans 
quelque ordre qu’on les ajoute . 

On indique la somme unique de plusieurs quantites par Ja simple juxta¬ 
position des lettres qui represented soit leurs valeurs numeriques, soit les 
quantites elles-memes, cliaque lettre etant precedee du signe qu’clle doit 
avoir pour rester ou devenir propre a exprimer la quantite correspondanle. 
Les differentes lettres pen vent d’ailleurs etre disposees dans un ordre quel- 
conque, et ii estpermis de supprimer le signe -+- devant la premiere lettre. 
Consid6rons, par exemple, les quantites 

a, b, c, —f, - 

Leur somme pourra etre representee par i’expression 

a—f — g -+- b — h + c . ... 

Dans une semblable expression, chacune des quantites 

a , b, c, . .., —/, — g 9 — h y 

est ce qu’on appelle un mondme. L’expression elle-memc est un polyndme 
dont les monomes en question sont les differents termes. 

Lorsqu’un polynbme renferme seulement deux, trois, quatre, ... termes, 
il prend le nom de bindnie, trindme, quadrindme, .... 

On prouve aisement que deux poJynomes dont tons les termes sont egaux 
et de signes contraires represented deux quantites opposees. 

La difference entre une premiere quantite et une seconde, c’est une troi- 
sieme quantite qui, ajoulee h la seconde, reproduit la premiere. En partanl 
de cette definition, on d£monlre que, pour sous tr at re d’ une premiere quail- 
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tite a uiie seconde quantity b , il suffit d’aj outer d La premiere la quantite 
opposee a b, c’est-a-dire — b. On en conclut que la difference des deux quan¬ 
tity a et b doit etre representee par 

a — b . 

JVota. — La soustraction dtant l’inverse de Faddition peut toujours s’indi- 
quer de deux manieres. Ainsi, par exemple, pour exprimer que la quantite c 
est la difference des deux quantity a et b 9 on peut ecrire indiffdremment 

a — h zzi c ou a~b-\-c. 

MULTIPLICATION ET DIVISION. 

Produits et quotients des nombres. — Multiplier le nombre A par 1 e nombre B, 
c’est opdrer sur le nombre A precisdment comme on opere sur l’unitd pour 
obtenir B. Le r6sultat de cette operation est ce qu’on appelle le produit de A 
par B. Pour bien comprendre la definition pr6c£dente de la multiplication, 
il faut distinguer differents cas suivant l’esp&ce du nombre B. Or ce nombre 
peut etre tantdt rationnel, c’est-a-dire entier ou fractionnaire, tantdt irra- 
tionnel, c’est-a-dire non rationnel. 

Lorsque B est un nombre entier, il suffit, pour obtenir B, d’aj outer Funite 
plusieurs fois de suite h elle-m&me. Il faudra done alors, pour former le pro¬ 
duit de A par B, ajouter le nombre A h lui-m6me un pareil nombre de fois, 
c’est-a-dire faire la somme d’autant de nombres dgaux k A qu’il y a d’unitds 
dans B. 

Lorsque B est une fraction qui a pour numdrateur m et pour ddnomina- 
teur n, Fopdration par laquelle on parvient au nombre B consiste k partager 
Funite en n parties dgales et ^ rdpeter m fois le rdsultat trouve. On obtiendra 
done alors le produit de A par B, en partageant le nombre A en n parties 
dgales, et rdpdtant l’une de ces parties m fois. 

Lorsque B est un nombre irralionnel, on peut en obtenir en nombres 
rationnels des valeurs de plus en plus approchees. On fait voir aisdment 
que dans la m6me bypothese le produit de A par les nombres rationnels 
dont il s’agit s’approche de plus en plus d’une certaine limite. Cette limite 
sera le produit de A par B. Si l’on suppose, par exemple, B = o, on trouvera 
une limite nulle, et l’on en conclura que le produit d’un nombre quelconque 
par z6ro s’dvanouit. 

Dans la multiplication de A par B, le nombre A s’appelle multiplicande , et 
OEuvres de *C., S. II, t. III. 43 
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le nombre B multiplicateur . Ces deux nombres sont aussi designes conjoin- 
tement sous le nom de facteurs du produit. 

Pour indiquer le produit de A par B, on emploie indifferemment Tune des 
trois notations suivantes : 

B x A, B.A, BA. 

Le produit de plusieurs nombres reste le meme dans quelque ordre qu } on 
les multiplier Cette proposition, lorsqu’il s’agit de deux ou trois facteurs 
entiers seulement, se deduit de Faxiome relatif a Faddition des nombres. 
On peut ensuite la ddmontrer successivement : i° pour deux ou trois fac¬ 
teurs rationnels; 2 0 pour deux ou trois facteurs irralionnels; 3° enfm pour 
un nombre quelconque de facteurs rationnels ou irrationnels. 

DWiser le nombre A par le nombre B, c’est chercher un troisieme nombre 
clont le produit par B soit egal a A. L’operation par laquelle on y parvient 
s’appelle division, et le rdsultat de cette operation quotient, De plus, le 
nombre A prend le nom de dividende, et le nombre B celui de diviseur. 

Pour indiquer le quotient de A par B, on emploie a volonte l’une des deux 
notations suivantes : 


Quelquefois on designe le quotient A :B sous le nom de rapport ou raison 
geometrique des deux nombres A et B. 

L’egalite de deux rapports g6ometriques A : B, C : D ou, en d’autres termes, 
liquation 

A:B = C:D 

est ce qu’on appelle line proportion geometrique, Ordinairement au lieu du 
signe = on emploie le suivant :: qui a la meme valeur, et l’on ecrit 

A:B ::C:D. 

Nota. — Lorsque B est un nombre cntier, diviser A par B, c’est, d'apres 
la definition, chercher un nombre qui, repdtd B fois, reproduise A. C’est 
done partager le nombre A en autant de parties 6gales qu’il y a d’unitds 
dans B. On conclut facilement de cette remarque que, si m et n d6signent 
deux nombres entiers, la partie de l’unitd devra &tre repr^sentde par 


1 

—, 
n 
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el la fraction, qui a pour numerateur m et pour denominateur n, par 


I 

m x -• 
n 


lelle est, cn effet, la notation par laquelie on doit naturellement designer la 
fraction dont il s agit. Mais, comme on prouve aisement que le produit 


i 

m x - 

n 

est Equivalent au quotient de m par n, c’est-a-dire a —, il en resulte que la 

n 1 

meme fraction peut Etre reprEsentEe plus simplement par la notation 

m 

n 

Piioduits ET quotients des quantity. — Le produit d’une premiere quantile 
par une seconde est une iroisieme quantitE qui a pour valeur numErique le 
produit des valeurs numEriques des deux autres, et pour signe le produit de 
leurs signes. Multiplier deux quantitEs 1’une par 1’autre, c’est former leur 
produit. L’une des deux quantitEs s’appelle multiplicateur, 1’autre multipii- 
cande, et toutes les deux conjointement facteurs du produit. 

Ces definitions Etant admises, on Etablira facilement la proposition sui- 
vante : 

TuGoRiiME V. — Le produit de plusieurs quantiles reste le meme , dans 
quelque ordre qu’on les multiplie. 

Pour dEmontrer cette proposition, il suffit de combiner la proposition 
semblable relative aux nombres avec le thEoreme III relatif aux signes 
(voir ci-dessus, page 335). 

Diviser une premiEre quantitE par une seconde, c’est chercher une troi- 
siEme quantile qui, multipliEe par la seconde, reproduise Ja premiEre. L’opE- 
ralion par laquelie on j parvient s’appelie division; la premiEre quantitE 
dividende, la seconde diviseur, et le rEsultat de TopEration quotient . Quel- 
quefois on designe le quotient sous le nom de rapport ou raison geome- 
trique des deux quantitEs donnEes. En partant des dEfinitions prEcEdentes, 
on prouve facilement que le quotient de deux quantites a pour valeur nume- 
rique le quotient de leurs valeurs numeriques 3 et pour signe le produit de 
leurs signes. 
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La multiplication et la division des quantites s’indiquent tout comme la 
multiplication et la division des nombres. 

Nous dirons que deux quantites sont inverses Tune de l’autre lorsque le 
produit de ces deux quantites sera l’unite. D’apres cette definition, la quan¬ 
tile a aura pour inverse et rdciproquement. 

On a remarque plus haut que ce qu’on appelle fraction en Arithm6tique 
est egal au rapport ou quotient de deux nombres entiers. En Algebre, on 
designe aussi sous le nom de fraction ie rapport ou quotient de deux quan¬ 
tites quelconques. Si done a et b reprdsentent deux quantites, leur rap¬ 
port ^ sera une fraction algdbrique. 

Nous observerons encore que la division, dtant une operation inverse de 
la multiplication, peut toujours s’indiquer de deux manieres. Ainsi, par 
exemple, pour exprimer que la quantitd c est le quotient de deux quan¬ 
tites a et b, on peut dcrire indiff6remment 

a j 

7- — C OU a l)C . 

b 

Les produits et quotients de nombres et de quantites jouissent de pro- 
prietes generates auxquelles on a souvent recours. Nous avons d6j& parie 
de celle qu’a tout produit de rester le racme, dans quelque ordre que Ton 
multiplie ses facteurs. D’autres proprietes non moins remarquables se trou- 
vent comprises dans les formules que je vais ecrire. 

Soient 

by c , ..., k , a f by...y a y b , ..., ... 

plusieurs suites de quantites positives ou negatives. On aura, pour toutes les 
valeurs possibles de ces m&mes quantites, 

k(a + b c = kakb kc , 

a -i- b —i— c —(—... a b c 

k = * + * + 

( 9 \ . ) a a ' a" a a 1 a ,r . . . 

K ) \ T X T7 X T7/ X...= r-JTTT, -> 

1 b b’ b" bb l b ".. . 

I k bk b ^ 

a a a 

\ b • 

Les quatre formules qui precedent donnent lieu & une foule de consequences 
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qu’il serait trop long d’enumerer ici en detail. On conclura, par exemple, de 
la troisieme formule : i° que les fractions 

a ka 

V Jb 

sont 6gales entre elles, a, b, k designant des quantites quelconques; a° que 
ct b 

la fraction a pour inverse 3° que, pour divisor une quantite k par une 

autre quantity a, il suffit de multiplier k par la quantite inverse de a , 

c’est-a-dire par -• 

1 a 

ELEVATION AUX PUISSANCES. EXTRACTION DES RACINES. 

Puissances et hacines des nombres. Exposants positifs. — E lever le nombre A 
k la puissance marquee par le nombre B, c’est chercber un troisieme nombre 
qui soit forme de A par la multiplication, comme B est forme de l’unite par 
1’addition. Le rdsultat de cette operation faite sur le nombre A est ce qu’on 
appelle sa puissance du degre B. Pour bien concevoir la definition prdce- 
dente de l’eievation aux puissances, il faut distinguer trois cas, suivant que 
le nombre B est enlier, fraclionnaire ou irralionnel. 

Lorsquc B ddsigne un nombre entier, ce nombre est la somme de plu- 
sieurs unites. La puissance de A, du degre B, doit done alors elre le produit 
d’autant de facteurs egaux k A qu’il y a d’unites dans B. 

Lorsque B represente une fraction ~ (m et n &tant deux nombres entiers), 

il faut,’pour obtenir cette fraction : i° chercber un nombre qui, rdpdte n fois, 
reproduise l’unite; 2 ° rdpeter m fois le nombre dont il s’agit. Il faudra done 

alors, pour obtenir la puissance de A, du degre ~ : i° chercher un nombre 

tel que la multiplication de n facteurs egaux k ce nombre reproduise A; 
2 ° former un produit de m facteurs egaux k ce meme nombre. Quand on 
suppose en particulier m = i, la puissance de A que Don considere se rdduit 

k celle du degre et se trouve determinde par la seule condition que le 
n 

nombre A soit equivalent au produit de n facteurs egaux k cette meme puis¬ 
sance. 

Lorsque B est un nombre irrationnel, on peut en obtenir en nombres ra- 
tionnels des valeurs de plus en plus rapprochees. On prouve facilement que 
dans la meme hypothese les puissances de A, marquees par les nombres ra- 
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tionnels dont i 1 s’agit, s’approchent cle plus en plus d’une certaine limite. 
Cette limite est la puissance de A du degre B. 

Dans l’elevation du nombre A a la puissance du degre B, le nombre A s’ap- 
pelle ratine, et le nombre B, qoi marque le degre de la puissance, exposant. 
Pour representer la puissance de A du degre B, on se sert de la notation sui- 
vante 

A B . 

D’apres les definitions qui precedent, la premiere puissance d’un nombre 
n’est autre chose que ce nombre lui-meme. Sa seconde puissance est le pro- 
duit de deux facteurs egaux h ce nombre, sa troisieme de trois semblablesfac- 
teurs, et ainsi de suite. Des considerations geometriques ont conduit h. desi¬ 
gner la seconde puissance sous le nom de carre, et la troisieme sous le nom 
de cube. Quant h la puissance du degre zero, elle sera la limite vers laquelle 
converge la puissance du degre B, tandis que le nombre B ddcroit inddfinl- 
ment. II est ais6 de faire voir que cette limite se reduit a l’unitd; d’oii il r^sulte 
qu’on a, en general, 

A 0 =i. 

Nous supposons toutefois que la valeur du nombre A reste finie et diff^re de 
zero. 

Extraire du nombre A la ratine marquee par le nombre B, c’est cherchet 
un troisieme nombre qui, 61eve a la puissance du degre B, reproduce A 
L’operation par laquelle on y parvient s’appelle extraction, et le r6sultat dc 
l’operation est la racine de A du degre B. Le nombre B, qui marque le degrt 
de la racine, se nomme indice. Pour la representer, on se sert de la notatior 
suivante : 



Les racines du second et du troisieme degre sont ordinairement d^signdei 
sous le nom cle racines carrees et cubiques. Lorsqu’il s’agit d’une racin< 
carr6e, on se dispense presque toujours d’ecrire au-dessus du signe \j l’in- 
dice 2 de cette racine. Ainsi les deux notations 

Ifk, v'A 

doivent toe consid6rees comme equivalentes, 

Nota. — L’extraction des racines des nombres, etant Finverse de leur to 
vation aux puissances, peut loujours toe incliquee de deux manures. Ainsi 
par exemple, pour exprimer que le nombre C est egal a la racine de A, di 
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degre B, on peut dcrire k volonte 

A = C B OU Crr^A. 

Remarquons encore qu’en vena des definitions, si l’on designe par n un 

nombre entier quelconque, A- sera un nombre tel que la multiplication dc 
n facteurs egaux a ce nombre reproduise A. En d’autres termes, on aura 

(a») = A, 

d’ofi l’on conclura 

A= = ^a. 

Ainsi, lorsque n est un nombre entier, la puissance de A, du degre et la 

racinc n i4mo de A sont des expressions equivalentes. On prouve facilement 
qu il cn est de m£me dans le cas ou 1 on remplace le nombre entier n par un 
nombre quelconque. 

Puissances des nombkes. Exfosants nEgatifs. — E lever le nombre A k la puis¬ 
sance marquee par Yexposant nigatif —B, c’est diviser l’unitd par A B . La va- 
leur de l’expression 

A- B 

se trouve done determinde par l’dquation 

A — B_ 

A ” A « 5 

qu’on peut aussi mettre sous la forme 


A B A~® = i. 


Par suite, si Too 61eve un m^me nombre a deux puissances marquees par 
deux quantity opposes, on obtiendra pour resultats deux quantites positives 
inverses 1’une de l’autre. 

Puissances et racines r£elles des quantites. — Si, dans les definitions que 
nous avons donnees des puissances et racines des nombres correspondantes a 
des exposants, ou entiers, ou fractionnaires, on substitue le mot de quantites 
h celuide nombres , on obtiendra les definitions suivantes pour les puissances 
et racines r^elles des quantites. 

Elever la quantity a k la puissance reelle du degre m, m etant un nombre 
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entier, c’est former le produit d’autant de facteurs egaux a a qu’ily a d’unites 
dans m. 

Elever la quantite a k la puissance reelle da degre — > m et n Slant denx 
nombres entiers, c’est, en supposant, pour eviter toute incertitude, la frac- 

jYi 

tion — reduite a sa plus simple expression, former un produit de m facteurs 

egaux et tellement choisis que la n ihme puissance de cliacun d’eux soit equi- 
valente a la quantite a. 

Extraire de la quantity a la racine reelle da degre m ou —? c’est chercher 
une nouvelle quantity qui, elevee k la puissance reelle du degrS m ou 
reproduise a. D’apres cette definition, la /i idme racine reelle d’une quantity 
est Svidemment la meme chose que sa puissance reelle du degrS De plus, 
on prouvera facilement que la racine du degre — equivaut k la puissance du 
degre 

71% 

Enfin, ilever la quantite a & la puissa7ice reelle da degre — m ou — —? 

c’est diviser 1’unitS par cette meme quantite a Slevee k la puissance rSelle du 

, , m 

degre m ou — • 

Dans les operations dont on vient de parler, le nombre ou la qu an tit 6 qui 
marque le degre d’une puissance reelle de a s’appelle Yexposant de cette 
puissance, tandis que le nombre qui marque le degrS d’une racine rSelle se 
nomme Vindice de cette racine. 

Toute puissance de a qui correspond k un exposant dont la valeur num6- 
rique est entiere, c’est-a-dire k un exposant de la forme -+- m ou m, m re- 
presentant un nombre entier, admet une valeur unique et r6elle que 1’on 
designe par la notation 

a m ou ar m . 

Quant aux racines, et quant aux puissances dont la valeur humerique esl 
fractionnaire, elles peuvent admettre ou deux valeurs r£elles, ou une seule 
valeur reelle, ou n’en admettre aucune. Les valeurs reelles dont il est ic; 
question sont n6cessairement des quantitds positives ou des quantity nega¬ 
tives. Mais, outre ces quantites, on emploie encore en Alg&bre des symboles 
qui, n’ayant aucune signification par eux-memes, regoivent ndanmoins, l 
cause de leurs propriety, les noms de puissances et de racmes. Ces symbols 
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sont du nombre des expressions algebriques auxquelles on a donne le nom 
d imaginaires, par opposition &. celui d 'expressions reelles, qui ne s’applique 
jamais qu’a des nombres ou k des quantites. 

Cela pose, il resulte des principes dtablis dans )e Chapitre VII que la racine 

d’ une q uan tite quelconque a et ses puissances des de^rds —, — —, 

n n 

n dtant un nombre entier et — une fraction irrdductible, admettent cha- 

cune n valeurs distinctes rdelles ou imaginaires. Conformdment aux nota¬ 
tions adoptdes dans le mdme Chapitre, on designera 1’une quelconque de ces 
valeurs, s’il s’agit de la racine « i4me , par la notation 

^ = ((«))", 

et, s’il s’agit de la puissance qui a pour exposant ~ ou — par la nota¬ 
tion 

m m 

da)Y ou ((a ))”""• 

1 

Aj onions que l’expression (( a)) n est comprise comme cas particular dans 

m 

l’expression plus gendrale ((a )) n , et que, en appelant A la valeur num6rique 
de a , on trouvera pour les valeurs rdelles des deux expressions 

m m 

{{a)Y, ((a)f«: 

i° Si n ddsigne un nombre impair. 


in m 


a dtant -+~ A. 

+ A", 

+ A ", 

a dtant — A.. 

m 

.. -A T , 

1 

< 

1 

2 ° Si n ddsigne un nombre pair, 

m 

m 

a dtant A. 

± A% 

± A n . 


Lorsque, dans le dernier cas, on suppose a ndgatif, toutes les valeurs de cha- 

m m 

cune des expressions ((«))", ((«)) deviennent imaginaires. 

T 7 Z 

Si I’on fait varier la fraction — de maniere qu’elle s’approche indefiniment 

d’un nombre irrationnel B, le ddnominateur n croissant alors au dela de toute 
limite assignable, il en sera de mdme du nombre des valeurs imaginaires 
OMuvres de C. — S. Il, t. III. 44 
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qu’obtiendra chacune des expressions 

m tn 

((«))", ((*)f "• 

Par suite on ne peut admettre dans le calcul les notations 

((a)) B , ((a))-*, 

ou, si Ton fait b =± B, la notation 

((«))*, 

a moins de considerer une semblable notation comme pro pro h represent© 
une infinite depressions imaginaires. Pour eviter eet ineonvdnicnt, nou 
n’emploierons jamais l’expression algebrique 

((«))* 

dans le cas ou Ja valeur numerique de b sera irrationnelle. Seulement, clan 
cette hypotbese, lorsque a obtiendra une valeur positive -+• A, on pourr 
faire usage de la notation 

aP ou (a) b , 

que Ton devra considdrer comme 6quivalente h 

H- A^ 

(voir le Chapitre VII, § IV). 

Les puissances de nombres et de quantity jouissent de plusieurs propri6t6 
remarquables qu’il est facile de ddmontrer. Nous citerons entre autres celle 
qui se trouvent comprises dans les formules que je vais dcrire. 

Soient a, o ', a" y ..., b, b r , b" 9 ... des quantites quelconqucs positives ot 
negatives; A, A', A!', ... des nombres quelconques, et m, m', m" y ... de 
nombres entiers. On aura 


( 3 ) 


AP AP' A b " ... - j^b-]rb , -+b ll -)r ... 

A b A! b A !' b .. .= (AA'A".. ,) b , 
(A b ) b '~ AP’ b , 


I a ±m a ±m a ±m # — a ±m±m ±m"dz ... (chacun des nombres m, m\ m ", ... (levant <£tr 

affectd du mdme signo dans les deux membrea ] 

a m a' m a' lm .. .= (aa'a" .. .)"% 

— (a a 'a". 

{<a m ) m ' =(a-“)- m '= a mm \ 
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Les formules (3) et (4) donnent lieu a une foule de consequences, parmiles- 
quelles nous nous contenterons d’indiquer la suivante. On tire de la seconde 
des formules (3) 



et Ton en conclut 



Done, si Ton 61eve deux quantites positives inverses l’une de l’autre h une 
meme puissance, les r£sultats seront encore deux quantity inverses. 

FORMATION DES EXPONENTIELLES ET DES LOGARITHMES. 

Lorsque dans l’expression A x on regarde le nombre A comme fixe, et la 
quantity x comme variable, la puissance A*prend le nom d ' exponent ielle. Si, 
dans la m&me hypothese, on a, pour une valeur particuliere de ^r, 

A x ~ B, 

cette valeur particuliere sera ce qu’on appelle le logarithme du nombre B 
dans le syst&me dont la base est A. On indique ce logarithme en plagant 
devant le nombre la lettre initiale l on L, ainsi qu’il suit 

LB ou LB. 

Toutefois, comme une semblable notation ne fait pas connaitre la base du 
syst&me de logarithmes auquel elle se rapporte, il est indispensable d’6noncer 
dans le discours la valeur de cette base. Cela pos6, si l’on se sert de la carac- 
tdristique L pour designer les logarithmes pris dans le systeme dont la base 
est A, liquation 

A* = B 

entrainera la suivante 

x rz LB. 

Quelquefois, lorfequ’on doit traiter en m&me temps des logarithmes pris 
dans differents syst&mes, on distingue les uns des aulres a l’aide d’un ou plu- 
sieurs accents placds a la droite de la lettre L, et Ton designe en consequence 
par cette lettre ddpourvue d’accents les logarithmes d’un premier systeme, 
par la meme"lettre suivie d’un seul accent les logarithmes d’un second s’ys- 
t^me, etc. 

En s’appuyant sur les definitions qui precedent et sur les proprietes gene- 
rales des puissances des nombres, on reconnattra facilement: i° que l’unite 
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a zdro pour logarithme dans tons les systemes; i° que dans tout systeme < 
logarithmes dont la base surpasse Funite, tout nombre superieur a Funi 
a un logarithme positif, et tout nombre infdrieur a Funite un logarithn 
negatif; 3° que dans tout systeme de logarithmes dont la base est au-desso 
de Funite, tout nombre inferieur a l’unitd a un logarithme positif, et to 
nombre supdrieur a Funite un logarithme ndgatif; 4° enfin que, dans dei 
systemes dont les bases sont inverses Fune de Fautre, les logarithmes d’i 
meme nombre sont dgaux et de signes contraires. l)e plus, on'ddmontre 
sans peine les formules qui etablissent les proprietds principales des log 
rithmes, et parmi lesquelles on doit remarquer celles que je vais derire. 

Si Fon designe par B, B', B", C des nombres quelconques, par 1 
caractdristiques L, L' des logarithmes pris dans deux systemes differen 
dont les bases soient A, A', et par k une quantite quelconque positive < 
ndgative, on aura 

I LBB'B"... — LB h- LB'-h LB".. 

LB* = /cLB, 

B LC ~A LB * LC =:C LB , 

LG __I/C 
LB ~~L'B* 

On tire de la premiere de ces formules 


et, par suite, 


LB -+-L-J 


= Li = o . 



-LB, 


d’ou il rdsulte que deux quantites positives inverses Fune de Fautre ont d 
logarithmes dgaux et de signes contraires* Ajoulons que la quatrieme fo 
mule peut facilement se deduire de la seconde. En elfet, supposons que 
quantitd k reprdsente le logarithme du nombre C dans le systeme dont 
base est B. On aura 

C = B* 


et, par suite, 


LC = ALB, L'C^L'B, 


d’ou Fon conclura immddiatement 


LC_I/C __ , 

LB " L'B * 


NOTE I. 


349 

On peut remarquer encore que, si Von prend B = A, on lirera de la qua- 
trieme formule, a cause de LA = i, 

L'C — L'A.LC, 

ou, en faisant, pour abrdger, L'A = /x, 

L'C = p LC. 

Ainsi, pour passer du syslAme de logarithmes dont la base est A a celui dont 
la base est A', il suffit de multiplier les logarithmes pris dans Ie premier sys¬ 
tem e par un certain coefficient p 6gal au logarithme de A pris dans le second 
systcme. 

Les logarithmes dont nous venons de parler sont ceux qu’on nomme loga¬ 
rithmes reels, parce qu’ils se r6duisent toujours a des quanlites positives ou 
negatives. Mais, outre ces quanlites, ii existe des expressions imaginaires 
qui ont dgalement re§u, a cause de leurs propriety, le nom de logarithmes. 
Nous renvoyons sur ce sujet au Chapitre IX, dans lequel nous avons expose 
la thdorie des logarithmes imaginaires. 

FORMATION DES LIGNES TRIGONOMETRIQUES ET DES ARCS DE CERCLE. 

Nous avons remarqud dans les Prdliminaires qu une longueur comptee sur 
une ligne clroite ou courbe peut 6tre representde tantot par un nombre, 
tantdt par une quantitd, suivant qu’on a simplement egard a la mesure de 
celtc longueur, ou qu’on la eonsid&re comme devant 6tre portee sur la ligne 
donnee dans un sens ou dans un autre, k partir d’un point fixe que V on 
nomme origine, pour servir soit k l’augmentation, soit k la diminution d’une 
autre longueur constante aboutissant k ce point. Nous avons ajoule que, dans 
un cercle dont le plan est supposd vertical, on fixe ordinairement Porigine 
des arcs k l’extremitd du rayon tir6 horizontalement de gauche a droite, et 
que, k partir de cette origine, les arcs se comptent positivement ou ndgati- 
vement suivant que, pour les d6crire, on commence par s’elever au-dessus 
d’elle ou par s’abaisser au-dessous. Enfm, nous avons indique les origines de 
plusieurs lignes trigonomdtriques qui correspondent k ces memes arcs dans 
le cas ou le rayon du cercle se rddiiit k l’unitd. Nous allons revenir un instant 
sur cet objet et.computer les notions qui s’y rapportent. 

D’abord on dtablira facilement, k l’egard des longueurs comptees sur une 
m6me ligne droite ou courbe a partir d’une origine donnde, les propositions 
suivantes : 
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THfioKfaiE VI. — Soient a, 
negatives. Pour obtenir sur 
gueur 


b, c, . . . des quaritites quelconques positives c 
une ligne droite on courbe Vextremite de la loi 

a -4“ b -f- c •+•. • • 


comp tee cl partir d } une origine donnee dans le sens determine par le scgne c 
la quantile 

a -4- b —h c —h . • •, 

il suffira de porter sur cette ligne : i° la longueur a d partir de Vorigin 
dans le sens determine par le signe de a ; 2 ° la longueur b d partir de Vec 
tremite de a , dans le sens determine par le signe de b; 3° la longueur c 
partir de Vextremite de b, dans le sens determine par le signe de c, et ain 
de suite. 

ThGorEme VII. — Soient a et b deux quantiles quelconques . Supposons c 
plus que Von porte sur une ligne droite ou courbe et d partir d y une origii 
donnee : i° une longueur eg ale d la valeur numerique de a , dans le set 
determine par le signe de a; 2 ° une longueur egale d la valeur numiriqi 
de b , dans le sens determine par le signe de b. Pour passer de Vextremite i 
la premiere longueur a celle de la seconde, ou reciproquemcnt, en suiva* 
la ligne que Von considere 3 il suffira de parcourir une troisieme longuei 
egale d la valeur numerique de la difference a — b. 

TufiORfeME VIII. — Les memes chases etant posdes que dans le theordme pr< 
cedent 3 Vextremity de la longueur representee par 

a — i— b 
2 

sera sur la ligne donnee un point situe d distances dgales des extrdmitds d 
longueurs a et b (les distances etant comp tees sur la ligne elle-m£me). 

Appliquons maintenant ces thdoremes aux arcs mesurds sur la circonf 
rence d’un cercle dont le plan est vertical, et dont le rayon equivaut k l’unit 
F origine des arcs etant fixde k l’extrdmitd du rayon tire horizontalement < 
gauche k droite. Si l’on ddsigne par tt, suivant Fusage, le rapport de la ci 
conference au diam&tre, le diametre dtant dgal k 2 , la circonfdrence enti& 
se trouvera exprimee par le nombre 271 , la moitie de la circonference par 

nombre tt, et le quart par -* Si, de plus, on ddsigne par a un arc quelconqi 
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positif ou negalif, on conclura du theor&me VI que, pour obtenir Fextremite 
de l’arc 

a + ou a — 2 mr. 


(m etant un nombre entier), il faut porter sur la circonference, k partir de 
Fextremite de Fare a, soit dans le sens des arcs positifs, soit dans le sens des 
arcs negatifs, une longueur egale k 2 /nTr, e’est-a-dire parcourir m fois la cir¬ 
conference entiere dans un sens ou dans Fautre, ce qui ramenera neces- 
sairement au point d’oii Fon etait parti. II en resulte que les extremites des 
arcs 

a et fl + amir 


coincident. 

On conclura egalement des theoremes VI ou VII : i° que les extremites 
* des arcs 

a et adzn 


comprennent entre elles un arc egal a 7r, et se confondent par consequent 
avec les extremites d’un rndme diametre; 2 0 que les extremites des arcs 


a et adz — 

2 

comprennent entre elles un quart de circonference, en sorte qu’elles coin¬ 
cident avec les extremites de deux rayons perpendiculaires Fun k Fautre. 
Enfin, on conclura du theoreme VIII: i° que les extremites des arcs 

a et 7 t—a 

son! situdes k egales distances de Fextremite de Fare 

% 

—> 

2 

et par consequent placdes symetriquement de part et d’autre du diametre 
vertical; 2 0 que les extremites des arcs 

* 71 

a et- a 

2 

sont situdes k egales distances de Fextremite de Fare 

71 

X 
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7 : — a et- ci, 

2 

dont il est ici question, sont respectivement appelds le supplement et 
complement de Fare a. En d’autres termes, deux arcs reprdsentds par dei 
quantites a et b sont supplements ou complements Fun de Fautre suivant qi 
Fon a 

a + b ~ it on a -f- b = — - 

2 

Puisque les angles au centre qui ont pour cdte commun le rayon men€ p 
Forigine des arcs croissent ou diminuent proporliomiellement aux arcs q 
leur servent de mesure, et que ces angles eux-mernes peuvent 6tre cons 
deres comme les accroissements ou diminutions de Fun d’eux pris k volont 
rien ne s’oppose k ce qu’ils soient designds par les memos quantitds que h 
arcs. C’est une convention que Fon a effectivement adoptee. On dit aussi qi 
deux angles sont complements ou supplements Fun de Fautre, lorsque 1< 
arcs correspondants sont eux-memes complements ou supplements Fun c 
Fautre. 

Passons maintenant k l’examen des lignes trigonometriques; et, dans < 
dessein, considdrons un seul arc representd par la quantitd a. Si on le pr< 
jette successivement : i° sur le diametre vertical; 2 ° sur le diamdtre hot 
zontal, les deux projections seront ce qu’on appelle le sinus et le sinus ver 
de Fare a. On peut observer que la premiere est en m6me temps la projp* 
tion, sur le diametre vertical, du rayon qui passe par Fexlremitd de Fare. ! 
Fon prolonge ce meme rayon jusqu’^i la rencontre de la tangente au cere 
mene par Forigine des arcs, la partie de cette tangente intercepts ent 
Forigine et le point de rencontre sera ce qu’on appelle la tangente trigon 
metrique de Fare a, Enfin la longueur comptde sur le rayon prolong^ ent] 
le centre et le point de rencontre sera la secante de ce meme arc. 

Les cosinus et cosinus verse d’un arc, sa cotangente et sa cosecante ne so] 
autre chose que les sinus et sinus verse, la tangente et la sdcante de sc 
complement, et constituent, avec le sinus, le sinus verse, la tangente et 
sdcante de ce meme arc, le systeme complet de ses lignes trigonomdtrique 

D’apres ce qui a ete dit ci-dessus, le sinus d’un arc se compte sur le di 
metre vertical, le sinus verse sur le diametre horizontal, la tangente sur 
ligne qui touche le cercle a Forigine des arcs, et la s6cante sur le diamdt 
mobile qui passe par Fextr6mite de Fare donne. De plus, les sinus 
sdcantes ont pour origine commune le centre du cercle, tandis que For 
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i^ine des langentes et des sinus verses se confond avec celle des arcs. Enlin, 
°n est gendralement convenu de representer par des quantites positives 
les lignes trigonometriques de Fare a, dans le cas ou cet arc est positif et 
moindre qu un quart de circonf6rence; d’ou il suit que Ton doit compter 
positivement le sinus et la tangente de bas eh haut, le sinus verse de droite 
a gauche, et la secante dans le sens du rayon mene a l’extremite de 1’arc a. 

En partant des principes que nous venons d’adopter, on reconnaitra imme- 
diatement que le sinus verse, et par suite le cosinus verse, sont toujours posi- 
tifs; et, de plus, on determines sans peine les signes qui doivent affecter les 
aulres lignes trigonometriques d’un arc dont l’extremite est donnee. Pour 
rendre cette determination plus facile, on commit le cercle divise en quatre 
parties egales par deux diametres perpendiculaires entre eux, Fun horizontal, 
Fautre vertical; et ces quatre parties sont respectivement designees sous les 
noms de premier, second, troisieme et qualrieme quart de cercle. Les deux, 
premiers quarts de cercle sont situ6s au-dessus du diametre horizontal, savoir 
le premier k droite et le second k gauche. Les deux derniers sont situes au-des- 
sous du meme diametre, savoir le troisieme a gauche et le quatrieme a droite. 
Lola pose, com me les extr6mites de deux arcs, complements Fun de Fautre, 

sont egalement distantes de.Fextrdmite de Fare ^ on en conclura qu’elies 

sont placdes symetriquement de part et (Fautre du diametre qui divise en 
deux parties dgales le premier et le troisieme quart de cercle. Si Fon cherche 
ensuite quels signes doivent etre attribues aux diverses lignes trigonome¬ 
triques d’un arc autres que le sinus verse et le cosinus verse, suivant que 
Fextrdmite de cet arc tombe dans un quart de cercle ou dans un autre, on 
trouvera que ces signes sont respectivement 

Dans Dans Dans Dans 

le i er quart le 2 ® quart le 3* quart le 4* quart 
de cercle. de cercle. de cercle. de cercle. 

Pour lo sinus et la cosdcaulo.■. h- — — 

Pour le cosinus et la sdcante. -+- — — — 

Pour la tangonte et la cotangent©.. - 4 - -- -t- — 

On peut remarquer k ce sujet que le signe de la tangente est toujours le pro- 
duit du signe du sinus par le signe du cosinus. 

Les considerations prec6dentes conduisent encore 'a reconnaitre que le 
cosinus d’un arc se confond avec la projection du rayon qui passe par Fex¬ 
tremity de cet arc sur le diametre horizontal, et que sur ce meme diametre 
il doit etre compth positivement de gauche k droite, a partir du centre pris 
pour origine; que le cosinus verse peut £tre mesure sur le diametre vertical 
OEuvrcs de C. — S. II, t. III. 45 
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entre le point le plus elcve de la circonference pris pour origine et Vex 
mite du sinus; que la cotangenle, compute posilivemcnl de gauche k dr< 
sur la tangente horizontal mcnec au cerclc par Torigine des cosinus vers 
se reduit a la longueur comprise enlre cettc origine el le prolongement 
diametre mobile dont une rnoitie cst le rayon mend k rextremite de V$ 
enfln que la cosecante, mesuree sur ce diametre mobile, se comple poi 
vement dans le sens du rayon dont il s’agil, et a partir du centre pris p 
origine jusqu’a i’extremite de la cotangente. 

Nous avons suffisamment developpe dans les preliminaires le s.ystdme 
notations a I’aide desquelles nous represenlons les diverses lignes trigo 
metriques et les arcs qui leur correspondent. Nous no reviendrons pas 
cet objet, et nous nous contenterons ([’observer que les lignes Irigonor 
triques d’un arc sont censecs appartenir on memo temps a Tangle au cen 
qu’il mesure, et que Ton designe par la memo quantile. Ainsi, par exemf 
a , b, ... representant des quantiles quelconqucs, on pent dire egaleio 
que les notations 

sin <7, cos b, 

expriment le sinus de Tare ou de Tangle a , le cosinus de Tare ou 
Tangle b, .... 

Nous terminerons cette Note on rappelant (juelques propriety rein 
quables des lignes trigonometriques. 

R’abord, si Ton designe par a une quantile quelconque, on trouvera que 
sinus et le cosinus de Tangle a sont toujours lies entre eux par 1 ’eq nation 

(6) sin 2 a -+- cos -a ~ i, 

et que les autres lignes trigonometriques pcuvcnl dire exprimecs au moj 
de ces deux premidres ainsi qu’il suit : 



Des formules (6) et (7) on deduira facilcmcnt plusieurs autres dquatio 
par exemple 


(8) cotrtzz —--, 

tanga 


sec 2 a =. 1 ~h tang* a, cosec 2 a r cot 2 


est encore aise de voir que, si la quantile posilive R represente la lc 
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gueur (Tune droite enlre deux points, et a Tangle aigu ou obtus que forme 
cette droite avec un axe fixe, la projection de la longueur donnee sur i’axe 
fixe sera mesuree par la valeur numerique du produit 

R cos si, 

et la projection de la mdme longueur sur une perpendiculaire a Taxe par la 
valeur numerique du produit 

Rsina. 

Enfin on reconnaitra sans peine que, si, en partant d’un point pris au hasard 
sur la circonference du cercie qui a pour rayon Tunite, on parcourt sur cette 
circonference, dans un sens ou dans un autre, une longueur egale a la valeur 
numerique d’une quantile quelconque c, le plus petit arc compris entre les 

extremites de cette longueur sera inferieur ou superieur a suivant que 
cos c sera positif ou negalif. 

Ces principes etanl admis, concevons que sur la circonference dont on vient 
de parlor on determine : i° les extremites A et B des arcs represents par 
deux quantiles quelconqucs a et b ; 2 0 1 ’extremite N d’un troisieme arc 

represent par Soit, en outre, M le milieu de la corde qui joint les 

points A, B, et supposons que le point M se projette sur le diametre horizon¬ 
tal du cercie en un certain point P. Si les longueurs mesurees sur ce dia¬ 
metre, a partir du centre pris pour origine, sont comptees positivement de 
gauche h droite, ainsi que les cosinus, la distance du centre au point P devra 
cure representee (en vertu du theoreme VIII) par la quantite 

cos a -T- cos b 
2 


De plus, comme (en vertu du ntme theoreme) le point N est situe a egales 
distances des points A etB, le diametre qui passe par le point N renfermera 
le milieu M de la corde AB; et la distance de ce milieu M au centre du cercie 
sera egale (abstraction faite du signe) au cosinus de chacun des arcs NA, NB, 
ou, ce qui revient au meme, k 


cos 


ci b 
2 


7 " cos 


- b 


— cos 


a — b 


2 


Pour obtenir la projection liorizontale de cette disiance, il suffira de la mul¬ 
tiplier par le cosinus de Tangle aigu compris entre le rayon tire liorizontale- 
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menl de gauche a droite el le diametre quL renferme le point N, c’esl-h-di 
par un facteur egal (au signe pres) a cos^-^—• En d’aulres termes, la c 
stance du centre au point P aura pour mesure la valour numdrique du pr 
duit 

a — b a - 4 - b 
cos-cos- 

2 3 

J’ajoute que ce produit sera positif ou negatif, suivanl quo le point M se 
situe a droite ou a gauche du diametre vertical. En effet, cos---—- est posi 
ou negatif, suivant que le point N est situe par rapport a ce diaiuelTe < 
c6te droit ou du cote gauche, et cos--~-- est positif ou negatif; par suite 
produit 

a — b n b 

cos -— cos- 

2 2 

estde meme signe que cos -■ > ou de signe contraire, suivanl que, chad 

des arcs NA, NB etant inferieur ou superieur a Ie point M se iron 

situ6 du meme cdte que le point N ou du c6te oppose. Comme d’ailleurs 
verticale qui passe par le point M renferme aussi 1 c point P, il suit de 
remarque precedente que la distance du centre au point P, dans le oas m<h 
ou Ton a dgard aux signes, peut etre representee par le produit 

a — b a h- b 

cos -cos- 

2 2 

, , . . , cos ft -+- cos b . . a v 

Ce produit et la quantite---out done le meme signe, avee la mei 

vaieur numerique; et l’on a, par consequent, pour toules les valours possib 
des quantiles a et Z>, 

, , . a — b a b 

(9) cos ft -h cos b — 2 cos —-— cos -—~— • 

Si dans l’equation (9) on remplace b par tz h- b, on en tircra 


. . 7 . b — a . a b 

(10) cos ft — cos b — 2 sm-sin- 

22 


De plus, si dans ies equations (9) et (1.0) on subslilue aux angles a el b iei 
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7 T 7 T 

complements-#, ~ b, on obtiendra les suivanles : 

2 2 


00 


• . , # — b . # —b 

sin a -f- sin b = 2 cos-sm-, 


. , . a — h a 4 - b 

sin# — sino = 2 sm- cos- 


Les formules (9), (10) et (11) une fois etablies, on en d6duira facilement mi 
grand nombre d’aulres. On trouvera, par exemple, 


0*) 


(i 3 ) 


04 ) 


05 ) 


(16) 

( r 7) 


sin# — sin# 
sin a 4- sin ^ 

cos# — cos a 
cos b 4- cos a 


tang|(# b) 
iang-|(# 4- b) * 

tang-|{# — b) tangy(a -4- b ), 


( cos(a — b) 4- cos (a b) — 2 cos a cos 
| cos(#— b) — cos (a 4- Z?) ~ 2 sin a sin b, 

j sin ( a 4- b) 4- sin (#— b) — 2 sin <2 cos b, 
( sin(# 4- b) — sin(# — b) — 2 sin 6 cos#, 

| cos (a zb b) =z cos a cos 6 qz sin a sin b y 
\ sin (# zb &) = sin# cos# zb sin# cos#. 


tang (a zb b) = 


tang a zb tang& 

1 zp tang# tang£* 


cos2 # “ cos 2 # — sin 2 # = 2 cos 2 # — i — i — 2 sin 2 #, 
sin 2# = 2 sin# cos#. 


Soient maintenant #, b, c trois angles quelconques. On tirera de la pre¬ 
miere des formules (i 3 ) 


08 ) 


cos (a -t- b 4- c) -4 cos (6 4- c — #) cos(c 4- #—*/>) 4 - cos(# 4- b — c) 
— 4 cos# cos& cosc. 


Si dans la formule prec6dente, au lieu de #, b, c, on 6crit \a, ±b, \c, puis 
que Ton suppose 

(19) # 4 ~ b 4 “ C zzz 7 T, 


on trouvera 
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Dans la meme hypolhese, la formule (16) donnera 


(21) tangr/ 4- tang& 4- tangc = tang <2 tang <5 tango. 

L’equation (20) devant subsister, ainsi que requaiion (19), lorsque i’oti , 
remplace deux des angles a , b, c par leurs supplements, et qu’on change 1 
signe du troisieme, on en conchira 

I . . . . , a . b . c 

sin b 4- sine — sin <7 ~ 4 cos - sin -sni-j 

2 2 2 

. . , . a b . e 

\ 9 a) < sine -4 sin a — sm b — 4 sm ~ cos - sin 

2 2 2 

f . . , . , . a . b a 

sin a 4- sino — sine ~ 4 sin - sm - cos - * 

\ 2 2 2 

De ces dernieres formules combiriees entre ellcs et avec requaiion (20) 01 
deduil les suivantes : 


( 23 ) 


(sin a 4- sin b 4- sin e) (sin b -h sin c — sin a) 
4 sin b sine 

(sin e 4 - sin a — sin b) (sine/ 4- sin b — sine) 
4 si 11Z 7 sine 


Enfin, si Ton imagine que a, b, c designent les trois angles d’un triangle, e 
que les cotes opposes soient respectivement A, B, C, six produits 6 gatri 
deux a deux, savoir 

B sine — C sin b, C si 11 ez ™ A sine, A sin b -- B sina, 

reprdsenteront les perpendiculaires abaissees des soimnels sur les trois c6les 
On aura, par suite, 

(0.4) sin// __ si nb _ sine 

A B ~ TT 3 

et les equations ( 23 ) deviendront 


( 25 ) 


cos 2 -* a = 


< 


(A + 1 ! + C)(B + I 

- 4i {( - 


A) > 


I sin : 

De plus, en ayant egard 


sl/> — T 0 (A h- B - C) 

2 ' 4BC 

aux formules (19) et (24), on tirera de la premiere 


des equations (12) 
(26) 


tang|(fl -b)- | cot|c. 


Les lormules (19), (24), ( 25 ) et (26) suffisent pour determiner trois des six 
elements d’un triangle rectiligne, lorsque les trois autres elements sont 
connus, et que cede determination est possible. On pent remarquer en outre 
quo les valeurs .de cosa et de sina, deduites des equations (26) a i’aide des 
formules (17), sont respectivement 


( a 7) 


cos a - 


si n a : 


B*j4- c*-a^ 
a BCT ’ 


v/( A. +"B + cy(Tr+C“AT(CH- A ~B)( A -t- B ~C) 


2BC 


La premiere de ces valours pout se tirer directement d’un theoretne connu 
de Geometric. Quant a la seconde, elle fournit le moyen d’exprimer la surface 
du triangle en fonction des trois c6tes. En effet, cette surface, equivalente au 
‘produit de la base C par la moitie de la hauteur correspondante B sina, sera 
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NOTE II. 


SUR LES FORMULKS QUI RESULTENT DE l’eMPLOI DU SIGNE > OU <, ET SUR LES MOYENNES 
ENTRE PLUSIEURS QUANTITES. 


Soient a el b deux quantites inegales. Les deux formules 

a >■ h, h -< a 

serviront egalement a exprimer que la premiere quantity a surpasse la 
conde b, c’est-a-dire que la diff6rence 

a — b 1 

est positive. En partant de ce priucipe, on etablira facilcment les proposi- 
lions que je vais enoncer : 

Th^orEme I. — Si a, a r , a", .. ., b, b', b", . . . represented des quantites ass it - 
jetties aiix conditions 

a > b, 
a' > b\ 
a"> b\ 


on aura a us si 

a — l— a! — ct/f ^ b -t- b r —l— // -4~.... 

Demonstration. — En effef, lorsque les quantiles 
a — b , a r — bj a" — b", 
sont positives, on peut assurer que leur somme 

a -f- a' 4- a” -b . . . — (b -4- b r -b b ,f -b. . .) 

Test pareillement. 

TnfioRfeME H. — Si A, A', A", .. ., B, B', B", .. . rep resen tent des no mb res 
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assuiettis aux conditions 

A > B, 
A' > B', 
A"> B", 


on aura aussi 


A A' A".. •> B B' B".... 


Demonstration . — En effet, chacune des differences 
A-B, A'-B', A" — B", ... 

eiant positive par iiypothese, chacun des produits 

(A — B) A' A"... = A A' A"... — B A' A"..., 
B(A' — B') A"... —B A'A"... —B B'A"..., 
BB'(A" — B").. . = B B' A"... — B B' B".. 


sera egalement positif, et par suite il en sera de m6me de leur somnie 

AA'A"...-BB'B ff .... 

Th£or6me III. — Soient a, b, r trois quantites quelconques, el supposons 

a> b; 

on en conclura, si r est positif, 


et, si r est negalif, 


ra > rb, 
ra < rb. 

Demonstration. — En effet, le produit 

r(a — b) — ra — rb 

sera positif dans le premier cas, et n£gatif dans le second. 

Corollaire. — Si, en supposant a et b positifs, on prend successivemenl 

I 

V 


r i 

r = — > /' : 

a 


on en conclura 


b a 

I > - 5 V > 1 * 

a b 


On se trouve ainsi ratnene a cette proposition, evidenle par elle-m6me, 
OEuvres de C . — S. II, t. III. ^ 
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qu’une fraction est inferieure ou superieure a I’unite, suivant que le pin 
orand de ses deux termes est le dcnominateur ou le nunierateur. 

ThGorEme IV. — Solent A et k' deux nombres qui satis/assent a la condi 
tion 

A > A', 


et b une quantite quelconque . On aura , si b est p os it if , 


et, si b est negatif , 


< A"\ 


Demonstration. — En'effet, le quotient -rr etant > r, la fraction 

/V 


a^_ /Ay 

A^Uv 


sera evidemment superieure ou inferieure a V unite, suivant quo la quantile 
sera positive ou negative. 

TfUtoRfeME V. — Designons par A an no mb re quelconque, et soieni b, // deu. 
(fuantites assujetties a la condition 

b > b r . 


on en conclura , si A est plus grand que Vunite, 

k h > A"\ 

et, si A inferieur a Vunite, 

k h < k h \ 


Demonstration. — En effet, la quantite b — // etant positive, par hypothec 
la fracti on 


A 6 ' 


= k l, - l) ' 


sera Evidemment superieure ou inferieure a runile, suivant que Ton aur 
A > i ou A < i. 

THfiORfeMK VI. — Soit L la caracteristique des logarithmes pris dans le sys 
teme dont la base est A, et designons par B, B ; deux nombres assujcttis a l 
condition 

B > B'. 

On aura, si A est plus grand que Vunite, 


LB > LB' 
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el, si A esl in/erieur a l'unite, 


LB < LB'. 

Demonstration, -— En effct, le logarithme 

Ljp =LB — LB' 

sola posilif dans lc premier cas, et negatif dans le second. 

Lorollaire. Si 1 ’on se sert de la lettre l pour indiquer les logarithmes 
imperious pris dans le sysleme dont la base est 

(0 ^1=2,7182818... 

[Chapilrc VI, § I, equation ( 5 )], la condition 

B>B' 

entrainera to u jours la for mule 

ZB>/B'. 

Aux theorcknes qui precedent nous ajouterons le suivant, duquel on peut 
deduirc plusieurs consequences imporlantes. 

TiifiORteME VII. — Soit x une quart Lite quelconque. On aura 

(2) i H- x < e x , 

La teiire e designant, a V ordinaire, la base des logariihnies neperiens. 

Demonstration. — Le second membre de la formule (2) restant toujours 
positif, le the ore me enonce sera Evident par lui-m£me, si la quantise 1 -f- x 
est negative. II suffira done d’examiner le cas ou l’on suppose 

( 3 ) 1 x 0. 

Or I’equation (28) du Chapitre VI (§ IV) donne, pour toutes les valeurs reeiles 
possibles de x, 


x 

; r H- 


X- 
I .2 


X* 

[. 2.3 


X* 


i. 2 .3.4 i. 2 .3,4.5 


- I —{- X -f- 


x % f 

t( 1+ 



(4) 
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x 2 

T 


x\ x k 

%y 5734 



sont positifs, non settlement lorsque la quantitd x est positive, mais atiss 
lorsque, etant negative* elle a une valeur num^rique inferieure runite, 01 
tircra de liquation ( 4 ), toutes les fois que la condition ( 3 ) sera remplie, 


e x 7> i -f- x . 

Coro liaise L —' Si, dans le cas ou i + a? est positif, on proud les loga 
rithmes neperiens des deux membres de la formule (2), on obtiendra la sui 
vante 

(5) / (r - 4 - x ) <; x 

(voir 1c corollaire du theoreme Yl). Cette derniere subsiste done toutes le 
fois que son premier membre est reel. 

Corollaire IL — Soient x, y 9 z 9 plusieurs quantites assujetlies aux con 
ditions 

( 6 ) i 4 --r>o, 14~v>0, i + :>o, - 

On aura, en vertu de la formule (2), 

i + x<e x , 1-4 -f<ey, 1 -H ^ < e-, 

et Ton en conclura (theoreme II) 

(7) (H-tf) (*4-j) (1 + 

Cette derniere formule subsiste done toutes les fois que son premier membr 
ne renferme que des facteurs positifs. 

Corollaire III . — Si dans le corollaire precedent 011 suppose 

x ~~ ax, ynza'oc', ' s — a ,r ot n , 

a, a', a", ... d6signant des quantiles positives, el a , a ', a\ ... d’autres quar 
tites respectivement superieures h 

1 1 


1 

~ 5 
a 


• • > 
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la formule (7) deviendra 

(1 -b acc) (1 -1- aV) ( 1 -b a” at !*),. 

Si de plus les quantites a, a f , a\ ... sont toutes inferieures a une ccrfaine 
limite A, on aura (en vertu des theoremes I ct III) 

CtlX -b Q? CxJ H- OL tr ~h . - . <C A ( (X -b cx! ~b CC n ~b * . . 

<e't par suite on trouVera defmitivement 

(8) (1 + a a) (i-b o'a!) (t -b a n ai v )... < tf A(«+a'+a*+... # 

La formule (8) peul 6tre employee avec avantage dans Tintegration par 
approximation des Equations differentielles. 

Passons maintenant aux theoremes sur les moyennes. Ainsi qu’on J’a deja 
dit ( Preliminaires, p. i 4 ), on appelle moyenne entre plusieurs quantiles don- 
nees une nouvelle quantile comprise entre la plus petite el la plus grande de 
cedes que I’on considere. D’apres cette definition, la quantile h sera moyenne 
entre les deux quantiles g> /c, ou entre plusieurs quantites parmi lesquelles 
Pune des deux qu’on vient de citer serait la plus grande et l’autre la plus 
petite, si les deux differences 

g ~ fh h — k 

sont de m6tnc signc. Cela pose, si, pour designer une moyenne entre les 
quantity a, a ', a\ ..on emploie, comme dans les Preliminaires , la nota¬ 
tion 

M(«, a', a\ -..), 

on 6tablira sans peine les propositions suivantes : 

THfcORisME VIII. — Soient a, a', a\...,h plusieurs quantites assujetties a la 
condition 

(9) h = M(a, a', a”, ...), 

et r une autre quantite enlierement arbitraire. On aura toujours 

(10) rh=M(ra, ra!, ra\ ...). 

Dimonstration. - En effet, ddsignons par g la plus grande, et par k la plus 
petite des quantites a, a', a", .... Les deux differences 

g—h, h-k 
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scront positives, el par suite les produils 


,, (S r — / 0> r(h — k), 
ou, en d’autres lermes, les deux differences 

rg — rh , rh — rk 
seront de memfe signe. On aura done 

rh = M ( rg, rk) 

el, a plus forte raison, 

rh = M(/rq rc /. f , ra\ . . .), 

attendu que rg, rk sont necessairement deux des produils 

ra , ra\ ra", .... 

THfiORfeME IX. — Soient A, A', A", ..., II pLusieurs no mb res qui satis/assent 
a la condition 

(11) II=M(A,A',AV..), 

et b tine quantite quelconque. On aura 

(12) IIA = M(A'',A'*,A''*, ...)• 

Demonstration. — En effet, soient G et K le plus grand et le plus petit des 
nombres A, AA", .... Les differences 

G-H, II-K 

etant alors positives, on conclura du theorerne IV que les suivantes 

G* — IP, H*-K A 

sont de me me signe. On aura done 

H*=M(G 6 ,K'') 

et, a plus forte raison, 

I-P= M(A 6 , k! b , k” h , ...). 

Corollaire . — Si Ton fait en particular b = on trouvera 


v/h = m(v/a, \Jk !, y/A", ...). 
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ThGorEme X. — Designons par A un no mb re quelconque , ei soient b , b\ 
b\ .. ., h plusieurs quantites assujetties a la condition 

03 ) h “ M(6, b\ b\ ...)• 

O/i aura 

04 ) A A = M (A*, A 6 ', A 6 ", ...). 

Demonstration . — Designons par ^ la plus grande, et par /• la plus polite 
ries quantiles b , 6', //, .... Les deux differences 

g — A, A — k 

etant alors positives, on conclura du thdoreme V que les suivantes 

A*— AO A*— \* 

sont de me me signe. On aura done 

A* = M( A< A*) = M( AO A b \ k b \ ...). 

TuftORfcME XI. — Soil L la caracteristique des logarithmes dans le system e 
dont la base est A, et designons par B, B', B w , .. H plusieurs nombres assu - 
jettis a la condition 

05 ) H = M(B,B\B", ...). 

On aura , quel que soit A, 

06 ) LH = M(LB,LB',LB', ...). 

Demonstration. — En effet, supposons que Ton represents par G le plus 
grand, et par K le plus petit des nombres B, B', BO .... Alors les deux 
fractions 

G H 
H 5 K 

etant supdrieures a l’unite, les logarithmes 



ou, en d’autres termes, les differences 

LG — LH, LH-LK 
seront de meme signe. On aura done 

LH = M(LG, LK) =M(LB, LB', LB', ...). 
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TtifeORfeME XII. — Soient b, b r , b", ... plusieurs quantiles de meme signe , ei 
nombre n, et a , a !, a", ... des quantiles quelconques en nombre egal a celu 
des premieres. On aura 


(*7) 


a + a'-h . . _ M f a a " 

b + b'+b'+V.. m \V b ' 9 V r ' ' * ’ 


Demonstration. — Soit g la plus grande et k la plus petite des quantites 


Les differences 



seront toutes positives. En multipliant les deux premieres par b, les deu 
suivanles par b r , etc., on obtiendra les produits 


gb- 

a 

et 

a — 

kb, 

gb'~ 

a’ 

et 

a' — 

kb r , 

gbf- 

a” 

et 

a u — 

kb". 


qui seront tous de m£me signe, aussi bien que les quantiles b , b f , b", .... P; 
suite, les sorames de ces deux especes de produits, savoir 

+ + a"-h. . .), 

a H- «'-h . . — k{b H- b'-±- Z/-4-...), 


et les quotients de ces sommes par b b f -h 6 "4-..., savoir 

+ + a+a , + a ff + ... 

g ~~ b^-V-Jr b n - J+7+ 


seront encore des quantites de meme signe; d’ou Ton conclura 


& H- b' -h b" . . . 


M(*,*) = M 


# a' a" 

V W V * 9 


[voir dans les Preliminaires le th6oreme 1 et la formule (6)]. 
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Corollaire 1 . — En supposant les quantity b, b', b", ... reduiles a l’unite, 
on trouve 


a -4- ci! —l— a* -f-.., 


: M(a, a 1 , a”, ...). 


Le premier me mb re de la formule precedente est ce qu’on appelle la moyenne 
arithmetique entre les quantites a, a { 9 a\ _ 

Corollaire II. — La moyenne entre plusieurs quantiles egales se confondant 

a a i ce* 

avec chacune d’elles, si les fraclions deviennent egales, on 

aura 

a - 4 - a* 4 - a 1 ' - 4 - ... _ a _ a' _ a u _ 

* ^ ~b 4- b ! - 4 - b" -f-. b b f ~b tr * 1 

ce qu’il est d’ailleurs facile de prouver directement. 

Corollaire III. — Si Ton d6signe par a, a', a", ... de nouvelles quantites 
(jui soient routes de m£me signe, on aura, en vertu de l’equation (17), 

( a a -h d a’ a" a” . .. _ M ( da! da* ^ 

abTVF'+ db”+::: - m \ad dv* *‘ j 


fa a•! a' 

— M U’ bb*’ 


Cette derniere formule suffit pour etablir le lh6oreme III des Preliminalres. 

TnfioitfeME XIII. - Soient A, A', A", ..B, B', B", . •. deux suites de nom- 
bres pris d volontt; et formons avec ces deux suites , que nous supposerons 
renfermer chacune un nombre n de ternies, les racines 


B v/A, Va', ... 


On aura 


ih-b'+b^-k .. 


Vaa'att:=m(^a, ve. . • •)• 


Demonstration. — Les logarithmes des quantitds 
n+ 11 ' +B " + '"v/ A A' A "..., v'A, V / A 7 > 

indiquds par la caract6ristique Isont respectivement 

/Ah- /A'h- IM'-h. ■ ■ Ik *A[. 

TTf^B'+TT’ IT B' B"’ 

QEuvres de C . — S. It, t* HI* 
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et l’equation (17) fournit entre ces logariihmes la relation suivanle : 

/A + /A , + /A /, + ... lA/_ \ 

“irni~ v b ’ b' ’ w'"'j 

Si maintenant on repasse des logariihmes aux nombres, ce qui cst permis ( 
vertu du theoreme X, on retrouvera la formule (21). 

Corolla ire /. — En supposant les nombres B, B', B", ... reduils a Tumi 
on a simplement 

(22) yTK r A f ~ = M(A, A', A", . . .)• 

Le premier mernbre de la formule precedente est ce qu’on appelle la moyen 
geometrique entre les nombres A, A', A", .... 

Corollaire 1 L — Si loules les racines 

fa, fa 7 , 'fa, ... 

deviennent egales, leur moyenne se confondra avec chacune d’clles. On an 
done alors 

( 2 3 ) VAA r fafaT= B v/A = “/A 7 = 7 A 7/ = • • ■, 

ce qu’il serait facile de prouver directement. 

La valeur numerique d’une moyenne entre plusieurs quantiles donut 
n’est pas toujours une moyenne entre leurs valeurs numeriques. Ainsi, \ 
cxemple, quoique — 1 soil une qnanlite moyenne entre — 2 cl + 3 , cepe 
dant 1 ’unite n’est pas une valeur moyenne entre 2 et 3 . Parmi les diver* 
manieres d’obtenir une moyenne entre les valeurs numeriques de n (jua 
tiles 

a, a 1 , a\ . . ., 

Tune des plus simples consisle a former d’abord la moyenne arillmu'Uiq 
entre les carres 

a-, a r ~, a n , 


eta extraire ensuite la racine carree du resullal. En operant ainsi, on Ire 
vera premierement 


(l~ -f~ Cl ~ Cl " —f- . , 
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puis, en ayant egard au corollaire du theoreme IX, 


/a' 1 - h a ' 2 4- a " 2 4 -.. . 


M (\!a\ v/a* V*' 1 , •••)• 


Or les quantites positives 

\!ar , s/’a 1 ' 1 , sja"' 1 , ... 

represcntant pr6cisement les valeurs numeriques des quantites donnees 

a , a\ a", ..., 

il suit de la formule (a4) qu’on obtiendra une moyenne entre ces valeurs, si 
1’on divise par \Jn l’expression tres simple 

\fa--\- a /2 -h a”- 4 .... 

Cette expression, qui surpasse la plus grande des valeurs numeriques dont il 
s’agit, cst cc qu’on pourrait appeler le module du systeme des quantites a, 
a\ n\ .... Le module du systeme de deux quantites a et b ne serait alors 
autre chose que le module meme de Texpression imaginaire a^by — i 
(voir le Chapitrc VII, § II). Quoi qu’il en soil, les expressions reelles de la 

forme ___ 

\jar 4 - Ct'~ 4 - CL ni -+-••• 

jouissent dc proprietes tres remarquables. Dans la Geometrie, elles servent 
a determiner les longueurs mesurees en ligne droite, et les aires de surfaces 
planes, par le moyen de leurs projeefions orthogonales. En Algebre, elles 
fournissent le sujet de plusieurs ttt$or6mes importants, parmi lesquels je me 
eontenterai d’6noncer ceux qui suivent. 

TufiORbME XIV. - Si les fractions 

a a' of 

V b’’ b"’ 

sont eg ales, la valeur nunierique de chaeune d’ elles sera exprimee par le rap- 

P ort 1-r—ZirT^inT - 


a" t + ■ • ■ . 

y/6 2 ■+■ b H + b n -+-. • • 


en sorte qu’on aura 


a __ <f_ __ off 
b~~ b'~ b“ 


l/a ! +a , ‘+'a g: 
' b"*- 


(a 5 ) 
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le signe -4- ou lesigne — devant etre adopte suivant que les fractions propc 
sont positives ou negatives . 

Demonstration . — En effet, dans Fhypothese admise, les fractions 

-1 2 '1 £ 

6* 5 F 2 ’ M 2 ’ 

seront egales, et Ton aura, en consequence, 

a 2 __ __ a" 2 ___ __ a 2 -i- a '*n- <2** + . .. 

b 2 ~~ //* 6" 2 ‘ 

En extrayant les racines carrees, on retrouvera la formule ( 25 ). 

Th^orEme XY. — Soient a , a', a ,r , ... afes quant itis quelconques, en nombi 
Si ces quantit&s ne sont pas toutes egales entre elles, la valeur numeriqu 
la somme 

a -4- a' -+- a 9 -4-.. . 

sera inferieure au produit 

\jn \J a 2 a ' 2 4- a ,n - 

en so/’te qa’on aura 

(26) val. num.(a + a , + a ,/ + ...)<\//i \/a 2 -\- a' 2 -\- a //2 +".T 7 . 
Demonstration. — En effet, si au carre de la somme 

on ajoute les carr6s des differences entre les quantites a , a', a\ ... coi 
n6es deux ik deux de toutes les manieres possibles, savoir 

(a — a f ) 2 , (a —a")-, ..., {a r —a")\ ..., 

on trouvera 

(a + . . .) 2 -h (a — a') 2 -4- (a — ... -f- («'— a") 2 -!-. 

= n(a 2 -f- a' 2 -4- n //2 H- . . .), 

et Eon en conclura 

(a -4- a r -4- a” -4-.. . ) 2 < n (a 2 -4- a' 2 -4- a 92 -4- . .. ) . 

En extrayant les racines carrees positives des deux membres de celte der 
formule, on obtiendra precisement la formule (26). 
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Corollaire. — Si 1 ’on divise par n les deux membres de la formule (26), on 
trouvera 


(28) 


val. num. 




< 


\[cP 


n 


Ainsi la valeur numerique de la moyenne arithmetique entre plusieurs quan¬ 
tiles a , a r , a\ ... est inferieure au rapport 


y/a 2 -f- . . 

\/n 

qui repr6sente, cooime on I’a remarqu6 plus haul, une moyenne entre les va- 
leurs num6riques de ces memes quantites. 

Scolie I. — Lorsque les quantity a, a', a", ... deviennent egales, on a 
evidemment 

val. num.(a -4- a'-\- a* ..) z=.\J 7 i y/a 2 -f- a ,2 -+- a n -+-... = net. 

■Scolie II. — Si dans liquation (27) on pose successivement n~ 2 , n-= 3 , ..., 
on en conclura 

( (a -H a 1 ) 2 ~b (a — a r 2(a--h a' 2 ), 

(29) ( fl+ ^ + ^ + (^ a /)2 + (^^) 2+ (a'— a") 2 rr 3 (a 2 +tf' 2 H~a'' 2 ), 


TufiORfeME XVI. — Soient a, a', a! 1 , .. ., a, a 1 , a ,r , .. . deux suites de quan¬ 
tiles, el supposons que chacune de ces suites renferme urt nombre n de termes. 
Si les rapports 

a a' a! ! 
a at! a" 

ne sont pas tous egaux entre eux, la somme 

a at. -h a' a' 4- a? a" . . . 


sera inferieure au produit 

a l% -h a"*-h. . . y/a 2 4- cL nt -+~. .. ; 

en sorte qu’on aura 


( 3 o) 


( val. nam.(aa + a , a'+a / 'a ;/ + ...) 

I <\/a 2 -1- a' 2 H- a //2 -f-.. . y/a 2 -h a /2 -+- a //2 -h. . . . 
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Demonstration. — En effet, si au carre cle la somme 


.on ajoute les numerateurs des fractions qui represented les carres des diffe¬ 
rences entre les rapports 

a a' a" 


combines entre eux de tontes les manieres possibles, savoir 
(ayJ — a' a) 2 , ( aa rf — a !f a)-, . .., (a f a lf — a u a r )-, 

on trouvera 


(3i) 


(aa ■+■ a r oc r -\- a"a lf 4-. . .) 2 

4- (aoc 1 — a r oc)~ (ax ,f — <2"a) 2 4~. . .-4- (a' a" — a” a')' 1 4-. . . 
(a 2 4- a hl 4- a !t ~ -i- . ..) (a 2 a /2 -b a"* 4-. . .), 


et l’on en conclura 

(a a 4- a! a! 4- a” x" 4-.. , )' 2 < ( a>i -+~ a '~ + a ' ,% 4- • • •) (a 2 - b y!' 1 4~ a"- I*. . .). 

En extrayant les racines carrees des deux membres do cetle derniere formule, 
on obtiendra precisement la formule ( 3 o). 

Corollaire. — Si 1 ’on divise par n les deux membres de la formule ( 3 o), on 
trouvera 


( 3 *) 


val. mun. 


yV-4- a ri ~h .™ " i/a 1 + a , 4 a' ,J -l-.. .* 

\! n 


Ain si la moyenne arithmetique entre les produit.s 


ay, a’ a', a n a n , 

a une valeur num^rique inferieure au produil de deux rapports qui represen¬ 
ted des moyennes entre les valeurs numeriques des deux espeo.es de quan- 
tites comprises dans les deux suites 

a, a', a”, . .., 

a, a 1 , a\ .... 






NOTE II. 


Vt i./it / I,<»rM|in* |«»s rapports 

*t if if ' 

* , » „ > • • - 

i|inii‘iiiit*i$l v ^;\ n \, uti lira dr fa fttrmtilr (it) 

i:f * '* 4 1 - |! < * t * f it ’’ 1 » ft " I ( x '* | a " 2 I . . . 

*'l* JM1 Hl|!l«\ 

\ ill. liitlli, i *i t a* / ' //"*" . „ , . ) 

\ ft * 1 • \ ! X (i * • ? .... 

11 *»rf*iil l*iri|i # ir\«*i titn*ftf*njt*fit an im'mr lvsiilint. 

V, i*/ir //. Si ilaiin l,i Potnufr fill an pom* surrrssivionont 

n k % n J, » ,., 

mi rii * too Inra 


•i * o a f *s 'i it I if 1 i tt n ) ( se’ 1 i x ' % ), 

i* j o 4 / / i 1 ‘ i f# x 1 tf'-x)* t( tt x* (t f} xY i (a* x 11 tt" x 1 Y 

o’ *t 1 tt"* 11 j 9 . x ?3 ? x w>i s 


l*a |»i , i*Hii«*ii* >I«*"» njiialititi^ pffVrdtOitoH s 4 am>rdr avrr r<*qitation (8) do Clia- 
joim \ U 1 1 » L,t s*»i until* jtinil sV»mrt* aiii^i c|uTl suit 

t , 4 ** * 1 * »’ * > ioVsf oVd 

1 «■#■ o’’ o'M< i' 1 x" 1 • x'" 1 1 fax * a' x! ! 

•a «*»♦!!«* iuniii' *»!!** tdrr t*mploy<V avor avanlagr dans la throrir dos 
i *11 <iis ’*i d»* riiiiiiniia do* riitirl*i*% trartS‘% sur dan surfarrs c| u<* I rone j u (^s, ainsi 

*\nr «)atr- jdit'OmirH dn M<Vaili<Jtl*s 

Vno i.*iiiiiii4-riisi4*niin Nidn par la tl«*i»i4inHtralion d*tm llndmdiH 1 di^m* dr 
rmiiai*|un, mi m* fiouvo roudmt «»u romparant la nnnnmu 1 $inm\v- 

ii‘u\nv vain* jiln^ii»iii% avia* h*ttv nmyi*tmr ariflmndirpn 1 . Void <*n 

s111#*i il : 

Tm'iitii^i \ \ ||, ###«rr#i#i# s “rVannVrn/nn nitre plunivttrs fromhres \* ll f 

I t nr ifiii/Vi###! il l#vir fttayrnne (trtihrnt'tit/ue. 
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Demonstration. — Soil n le nombre ties lettres A, B, C, D, .... 11 suffira 
de prouver qu’on a gendralement 

A-t-B-t-C-t-D-+-... 


( 35 ) '{/ABCD... < 

ou, cc qui revient au mdme, 


( 36 ) 


ABCD... < 




Or, en premier lieu, on aura dvidemment, pour n — 2, 


AB = 


A -t- B 


A —B\* /A h- B\ 2 


et i’on en conclura, en prenant successivement n = 4, n=8, ..., enfin /i=a”, 
ABCD 

ABCDEFGH < 1 


< ^ A-HB y^ C + D y ^ /A B -t- C ~i- D x 4 


2 J \ 2 / ' \ 4 

A + B + C + DV/E + F+G + H' 1 


4 J V 4 

A + B + C+D + E + F+G + H'* 


( 3 7 ) ABCD.. .< 

En second lieu, si n n’est pas un terme de la progression geometrique 

2, 4, 8, 16, ..., 

on d6signera par 2 m un terme de cette progression sup6rieure & n, et Ton 
fora 

„ A + B+ C + D+ ... 

& ~ - • 

n 

puis, en revenant & la formule (37), et supposant dans le premier membre 
de cette formule les 2 m —n derniers facteurs egaux a K, on trouvera 

ABCD.. .K 2B -«< v " - 

ou, en d’autres termes, 

ABCD... K 2 "*-" < K 2 '". 




NOTE [I. 


On aura done par suite 

abci) ... < k« = 9 +-!* y i , 

ce qu’il fallait demontrer. 

Corollaire. — On conclut g6n6ralement de la formule ( 36 ) 

( 38 ) A + B + C + D+...>» 'v/ABCDT.:, 

quel que soil le nombre des lettres A, B, C, D, -Ainsi, par exemple, 

j A+B>a\/AB, 

f3 9 ) ■ Ah-B + C> 3 v/ABC, 
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NOTE HI.' 

SUR LA RESOLUTION NUMERIQUE DES EQUATIONS. 


Resoudre numeriquement une ou plusieurs equations, c’est trouver les 
vaieurs en nombres des inconnues qu’elles renferment; ec qui exige evi- 
demment que les constantes comprises dans les equations donl il s’agit. 
soient elles-memes reduites en nombres. Nous nous occuperons seulement 
ici des equations qui renferment une inconnue, et nous eommenccrons par 
etablir, a leur egard, les theor&mes suivants. 

XHfiORfeME 1. — Soil f{x) une forte Lion reelle de la variable x, (jui demeitre 
continue par rapport a cette variable entre les limiles x -ri «r () , x X. Si les 
deux quant it es /(^ 0 ), /(X) sont de signes contraires, on pourra satisfaire a 
V equation 

(I) f(x) — o 

par une ou plusieurs vaieurs reelles de x comprises entre x () et X. 

Demonstration. — Soit x 0 la plus petite des deux quantites 4 r {) , X. Faisons 

X — x {] ~ h , 

et designons par m un nombre entier quelconque superieur a Funite. Com me 
des deux quantit6s j\x () ), /(X), l’une est positive, I’autre negative, si l’on 
forme la suite 

°)’ •^(' Z ' 0 + w)’ 2 w)’ 

et que, dans cette suite, on compare successivemcnt le premier terme avec 
le second, le second avec le troisieme, le troisieme avec le quatri&rne, etc,., 
on finira necessairement par trouver une ou plusieurs fois deux termes con- 
secutifs qui seront de signes conlraires. Soient 


/(*i), /(XO 
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deux tonnes tit* retie espere, j x (Maul 
pomlttutes di* lIn aura evideimnent 


la plus polite des deux valours e.orres- 


H 


. x 


h i 

m m 


V- .X 
* f\ 


li.iiil tlotorinim* t , of \ reunite on vient do io clir<% on pourra do memo, 
effire CVS deti\ mittvelies \aleurs do ,i\ on placer deux autres ,r s , X" qui, suit- 
**1 il tie«*s flans J\ i u dnnnenf des resullnts tie sigues eonlraires, ol. qui soionl 

pritpii^ ; t u*i flier Ion rottdif ton-* 


\ 


V 


\\ 


. V 


,r, ! 




Kit routiittiitnf aims*, on ohtiemlru : r* tine serie do valours oroissantos do x, 
suMm 


I- nite *«*rie «Ie \ aleur** deeroissantos 

< 1 ‘ \. V, V, .... 

«|tti* HurpiiHHiini ten premieres do quantiles respectivomenl egales aux pro- 

iititiH 

. f . I 

t • 1\ *\,i t (\ x u i, „ <(\ .r„), . 

m m • 

liiiirunt pai differer ile res premieres \aleurs aussi pen quo I’on voudra. 
list tied rtt eoueltm* que les termes genoraux dos series (a ) el (3 ) eonverge- 
refit %ei% mu* lifitile commune. Suit tt eetle limite. Puisque la function f{x ) 
rest** riiiitiiiiii* deptiis .# #,, jusqtfa ,r \ f les term(‘S gou6raux des series 

stilt antes 

,/n/* w >, fix { ), /(.**,). 

/i\». /'X'), /(X"u . .. 


eemergertmt egalemeut vers la limite commune /( a ); el, eomme on s’ap- 
proehiifit ili* eelte Untile ils resteront toujours tie signes eonlraires, il esl elair 
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que la quantite f(a), necessairement fini'e, no pourra differer do zero. Par 
consequent on verifiera l’equation 

(t) /(*r)=:o, 

en attribuant a la variable x la valeur particulars a comprise entre x t) ot Y. 
En d’autres termes, 

(4) x " a 

sera une racine de l’equalion (r). 4 

Scolie L — Si, apres avoir poussd les series (a) et (3) jusqu’aux terrnos 

et 

(n designant un nombre entier quelconque), on prend la demi-somme do cos 
deux termes pour valeur approchde de la racine a, I’errour commise sera plus 
petite que Ieur demi-difference, savoir 

i X - g 0 
a m n 

Comme cette derniere expression decroit indefiniment a mesure (juo n aug- 
mente, il en resulte que, en calculant un nombre suflisant de termes des 
deux series, on finira par obtenir de la racine ci des valours aussi approehees 
que Ton voudra. 

Scolie II. — S’il existe entre les limites x 0 , X plusieurs rae.ines reelles de 
1 equation (i), la m6thode precddente en fera connaitre une partie, et quel- 
quefois m6me les fournira toutes. Alors on trouvera pour .r, et X', on bien 

pour x, et X", ... plusieurs syst6mes de valeurs qui jouiront des monies 
propri6tes. 

Scolie III. — Si la fonetion f{x) est constamment eroissanle on eonslam- 
ment dScroissante depuis x = x 0 jusqu’a x = X, il n’existera entre ees limites 
qu’une seule valeur de a; propre k verifier l’equation (r). 

Corollaire 1. - Si l’equation (i) n’a pas de racines reelles comprises entre 
les limites x 0 , X, les deux quantitds 


seront de meme signe. 


f(* o), /(X) 



NOTE HI. 


381 


Corollaire II. — Si, dans renonce du theoreme I, on remplace la fonc- 
tion f(x) par 


M-b 

{(> designant une quantity constante), on obtiendra precisement le theo- 
rdme IV du Chapitre II (§ II). Dans la m6me hypothese, en suivant la methode 
ci-dessus indiquee, on ddterminera numeriquement les racines de Tequation 

( 5 ) f(x)~b 


comprises entre x 0 el X. 

Nota. — Lorsque l’equation (i) a plusieurs racines comprises entre x 0 
et X, en calculant les series ( 2 ) et (3), on n’est pas toujours assure d’ob- 
tenir la plus petite ou la plus grande des racines dont il s’agit. Mais on peut 
arriver a ce but en suivant une autre methode dont M. Legendre a fait usage 
dans le Supplement a la Theorie des no mb res. Cette seconde methode se 
deduit immediatement deg deux th6oremes que je vais enoncer. 

TnfiORfeME II. — Supposons, comme dans le theoreme I, que la fonction f(x) 
reste continue depuis x=z x 0 jusqu’d x — X. (X etant superieur a x 0 ), et de st¬ 
ations par cp (j?), %(x) deux fonctions auxiliaires, egalement continues dans 
Vinter valle dont il s’agit, mais de plus ass u jet ties : i° d croitre constamment 
avec x dans cet inter valle; 2° d fournir pour la difference 


a(x) — x( x ) 


une expression variable qui, d’abord negative lorsqu’on attribue d x la 
valeur particuliere x 0 , demeure toujours egale (au signe pres) df(x). Si 
l’equation 

(0 /(*) = o 

a une ou plusieurs racines reel les comprises entre x 0 et X, les valeur s de x 
representees par 

(6) x 0 , x \ X3 j • • • 5 

et deduites les unes des autres par le moyen des for mules 

(7) ?(.r l ) = x(^o), ?(•**) = X(*i)* 

composeront une sdrie de quantites croissantes dont le terme general conver¬ 
ges vers la plus petite de ces racines. Si, au contraire, Vequation (1) n’a 
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pas de racines reellcs comprises entre x w v / , 

firdrapar surpasser X. ° ’ * enne Seneralde la sirie 

“” C ou plusieurs radtsrteUM l"ZZ7e'ZT s Shes °” ^ = ° 

(,) ?(®)- Z (ar)=o, 

en prenant x a- el 17m « 

’ ei i on auia en consequence 

( 8 ) 

Hn)- X {a). 

=ui passant x 0 , l on aura encore 
X(«) >*(*„). 

En combinant les deux demises formules avec la premiere rfn - 

savoir Ja P rei nieie des equations (7), 


on en con dura 
e U par suite, 


Z(^o) — 9 («^i), 
?( a ) > o(x L ) 


a >■ «r. 


De meme, en combinant les trois formules 

^ Se “” d6 " ^ to la formule ( 9) , „ trouTe „ 


et, par suite, 


o(a)>cc,(x. i ) 


\ / ^ 

Cl > .To. 

quo T s,es *™ s de - 0 - 

suite de ,ua„ti.es croi ssa „ les; el , effet,‘p^ue uTm^Z" 0 ^ 
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11 r 1 1 141 ’ 11 ;ii III politest* pour ,r 

V * .#*„ 1 

11141 ”» /; * * s I » ; lllllii* 

'*> « t'u » 

11 .1 
|l»* pirns f, maul rtiiiijiiiH eiiiri* ,r w ( 

#f r 

nr >.e iniiiii*i # i imitet itier nitre le 

lliriil i’illi- 1 , fin ti| JUttt't* 1 


•r„. cm aura 

y c t‘t », 

fc ‘ r t* 

annum radar roelle da liquation 

/C J' » o 

Inuitos ay, ,r,; et par nmsequenl (voir le 


1 /» <\ 4 U y t .r s ) y ( .r, i 

',niiiii 4#-» qiMiitsie* t|i* indue dgu«\ r‘est4-dire toutcs deux negatives. On 

,1111 a »l*»iir 

# V y.„r t i 

•1, |Nir »i imu'm* §te y #*, y i r, f *, 

v i y i .-Tf) * 

i i .r, #*,; 

iii , fimii enlhi le* 

4 H * ./ | « -T If • • • 

Iminn mil tine verte limit It* terme general .r /# , croissant. constammenl aver n 

|iiiiiiiiu jiiiiiiiiHttrftii^er la rarine m convergent neeessairemenl vers 
tin** litiiiii* rgalr mi iiifeiieiin* It retie rarine. Nonnnons / cello limile. Comme, 
» 4 ii i«*t In 4r% rqmtlkms t * >» tin a, t|uul i|tte soil /i t 

V1 *4, «s 1 X * ***« 

nil rii rulir I«i hi* eii f;ti*atil rr«iiIre n indetlniment* et passant aux limites, 

Hi qnaiiiiir / m* r#i dour otlrmidne line rarine dr [’equation («); et, piiisque 
* i tie i|ti 4 iitiie ^t*fit pltH grande quo sans iHre superieure a la rarine a, on 

liilf.i «*4|f|eiiiittrill 

* t 


( a* 
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^meltons, en second lieu, que liquation (.) n’ait pas de raciues reollos 
comprises entre et X. On prouvera encore dans celte hypolhese quo le 
terme general de la serie (6) croit conslammcal avoc n, (lu moins taut 
que ce terme reste inferieur a X. En effel, tanl quo cello condition sera rein- 

pile, la difference 

9 (#«) — yS Xf n > 

sera (theorerne I, corollaire I) de memo signe que 

9(^0) — x( x q)> 

C ’est~ a-dire negative et, par suite, on e.tablira comme ei-dessus les for- 

mules (n), (12),_De plus, x n ne pourra converger vers une limite fixe / 

inferieure a X, puisque Fexistence de cette limite entrainerait evidemmeul 
Fequation (i 3 ), et par suite l’existence d’une racine reelle eomprise entre .r«, 
et X. Done il faudra necessairement, dans Fhypothesc admise, quo la valour 
de x n fmisse par surpasser la limite X. 

Corollaire I. — Les conditions auxquelles les fractions auxiliairos om*L 
X(x) sont assujetties dans l’dnonce du theorerne 11 peuvent etre rempfies 
d’une infinite de manieres. Mais, parmi le nombre infini des vaieurs quo Ton 
peut attribuer a la fonction cp(x), il importc d’eri choisir une qui permette 
de resoudre facilement les equations (7), e’est-a-dire, on general, toute 
equation de la forme 

9(x) ~ const. 

La valeur de 9(2*) etant choisie, comme on vient de le dire, on ealeulera 
sans peine les differents termes de la serie (G), et il suffira de ehereher la 
limite vers laquelle ils convergent pour oblenir la plus petite des raeines de 
Fequation (1) comprises entre x 0 et X. Si ces mdmes termes finissenf par 
surpasser X, liquation (1) n’aura pas de racino reelle clans Fi ale r valle de x {i 
IX. 

Corollaire II. — Si Fon prencl 

#0 = 0, 

et si, de plus, Fequation (1) admet des raeines positives, les quantitds .rj, 
... seront toutes inferieures h. la plus petite vacine de eette ospeec, ( l t en 
fourniront des valeurs de plus en plus appreciates. 

ThRorRme Ill. — Supposons, comme dans le theorerne /, que la fonction f{x) 
demeure continue depuis x — a^ Jusqu’a x^X{X etant super tear d jr 0 ) f et 
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des ig no ns par <f> (as), x( x ) deux fonctions auxiliaires egalement continues 
dans l inter cade dont il s’agit, mais de plus assujetties : i° d crottre constam- 
ment avec x dans cet intervalle; 2° a fournir pour la difference 

?(*) — %(«) 

tine expression variable qui devienne positive lorsqu’on attribue d x la valeur 
particuliere X, et demeure toujours eg ale, au signe pres, a f(x). Si Vequa¬ 
tion 

(’) f(x)=o 

a ane on plusieurs racines reelles comprises entre x Q et X, les valeurs de x 
representees par 

(i* r >) X, X', X', X', ... 

et deduites les lines des a utres par le mo yen des for mules 

(,6) <p(X')=x(X), <p(X') = x(X'), ?(X')=x(X'), ... 

com poser out une serie de quantites decroissantes dont le terme general con¬ 
verger a vers la plus grande de ces racines. Si au contraire V equation (i) it a 
pas de racines rdelles comprises entre x 0 et X, le terme general de la serie (1 5 ) 
Jinira par s’abaisser au-des$ous de x 0 . 

La demonstration de ce troisi&me theoreme est tellement semblable a 
eelle du second que, pour abreger, nous nous dispenserons de la rapporter 
ici. 

Corollaire /. — Parmi le nombre infini de valeurs quin peut attribuer a 
la fonotion o(x) de maniere a remplir les conditions exig^es, il importe din 
eboisir une qui permette de r^soudre facilement les equations (16), c est- 
a-dire, en general, toute equation de la forme 

o(x) = const. 

La valeur de y(x) Giant choisie comme on vient de le dire, on ealculera sans 
peine les differents termes de la sGrie (i 5 ), et il suflira de chercher la lirnite 
vers laquelle ils convergent pour obtenir la plus grande des racines de liqua¬ 
tion (i) comprises entre ^r 0 etX. Si ces merries termes finissent par s’abaisser 
au-dessous de x 0 , liquation (r) n’aura pas de racine reelle dans 1 inter valle 

de x 0 a X. 

OEuvres de C. — S.U, t. III. ^ 
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Corolla ire II. — Si, {’equation (i) ayant des racincs positives, X surpass^ 
la plus grande racine de cette espece, les quantiles X', X", ... resteront 
tomes superieures a cette meme racine et en fourniront des valours de plus 
en plus approchees. 

S co lie I. — Si 1 ‘equation (i) n’a qu’une seule racine re (die a comprise 
entre x Q et X, les termes generaux des series (G) et (/;')), dont la premiere 
est croissante et la seconde decroissante, convergeront vers une limite coii)- 
mune egale a cette racine. Alors, si Ton prolonge ces series jusqu’aux termes 

x n et X (,1 \ 

puis que l’on prenne la demi-somme de ces deux termes pour valeur appro- 
chee de la racine a , I’erreur commise sera plus polite que 


2 


Scolie II. — Pour monlrer une application des prineipes que nous venous 
d’etablir, considerons en particulier I’equation 

(17) - -A m r. <>, 

m designant un nombre entier quelconquc, et 

Ai, A 2 , . ..> A m - ly A, n 

des quantites positives ou riulles. Comme le premier membre do cud it" eijua- 
tion est negatif pour a? = oet positif pour de ires grandes valours do il on 
resulte qu’elle a au moins une racine positive et finio. Re plus, cello mc'mc* 
equation, ne differ ant pas de la suivante 


A > , A, 


X X a 


m " 1 

a? 7 " 


dont le second membre reste invariable, tanchs quo le premier deoroit cm- 
stamment pour des valeurs positives et croissantes de .r, n’admeltra evidem- 

meat qu’une seule racine reelle et positive. Soient a cette racine et. A le plus 
grand des nombres 

A i> A s> ..., A,„; 


enfin, designons k l’ordinaire 
lion 


une moyenne entre ces nombres par la nola- 


M(A„ A 2 , ..A,„_,, A,,,). 
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1 t J- 

« I|* <#|\|! ? * . * *» ( n K m )"' • 

1411111 , |iiiiw|ip% 1*1$ iprln tin tfietirditse f Uwcdlfiire I), In premier mernbre do 

iV«|iMii»i} liPpilif tiejftff# a* -;.n junqu'li *r - a, ot pasitif dopuis 

f ti # g t it «*ii ftkiiile t|i * # <jii pciurra dtoisir encore pour limilo 

iiifrriipjre ilr hi rarnit* *# lr pin* grant! de*4 nomhres entires cjui readout nega- 

III** 

* *<♦ j ,# *** Vi r m 1 V„ ,r m ’ 


V #rt j j* A ta% 
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et pour liable superieure 
mainlenant 


]e plus petit de ceux qui la readout positive, Soieni 
x 0 , 


les deux limites inferieure et superieure calculdcs d’apres Pune des regies* 
que nous venons d’indiquer. Si Ton fait, cn outre, 

(21) 9( x ) r= x m > %(x ) ~ Ai x m ~ i -f- A-2 x m ~ 2 -t-. • • ~b A m - 1 I A m , 

les theoremes II et III seront applicables a l’equation (17); et eonnue, dans 
cette hypothese, chacune des Equations (7) ou (16) so trouv(‘ra rdduilo a la 
forme 

x m z=z const., 


il deviendra facile de calculer les quantiles comprises dans les deux series 

X V/ v // v " f 

9 A. , A , A. , * • • y 
#0, 'E19 X%y X^J * • •» 


dont les termes g6neraux seront les valeurs approchees on [dus et ou mains 
de la racine a. 

Scolie III. — Considerons encore l’equalion 
(22) •*"* -h Ai.'r ,rt ” 1 H- A 2 5?'«- 2 -K..+- A /rt -t .r ~ A,„ ::: o, 

m designant toujours un nombre entier, et 

Al, Ao, * * • ) A/;jf_l, A,„ 

des quantites positives ou nulles, dont la plus grande soil egaie a Kn pro- 
nant ~ pour inconnue, on pourra presenter cette equation sous la forme stti- 
vante 



qui est pareille a celle de liquation (17). On en conclura (jue (’equation (211) 
admet une seule racine positive inferieure au quotient 


A 

A m 




( 24 ) 


r 
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et d ue cette racine est comprise, non seulement entre la plus petite et la plus 
grande des quantiles 


(* 5 ) 


A iff 

ii A m _j 


A m 

n Am.-2/ 


A, n V 



n < m representant le nombre des termes variables renfermes dans le pre¬ 
mier membre de liquation (22), mais aussi entre le plus grand des nombres 
entiers qui rendent negative l’expression 

(26) x m -h A x x m ~ l -h A 2 .t "*- 2 -h... h- A x — A m , 


et le plus petit de ceux qui la rendent positive. Apres avoir fixe, d’apres ces 
remarqucs, deux limites en plus et en moins de la racine en question, il 
suffira, pour en approcher davantage, d’appliquer les theoremes II et III a 

liquation ( 23 ), en y regardant comme Tinconnue qu’il s’agit de deter¬ 
miner. 


ScoLie IV. — Si liquation (1) avait deux racines reelles comprises entre x 0 
et X, mais extremement rappr.ochdes l’une de l’autre, les termes generaux 
des sdries (6) et (1 5 ) paraitraienl au premier abord converger vers la meme 
limite, et 1’on pourrait prolonger longtemps les deux series avant de s’aperce- 
voir de la difference entre les limites vers Iesquelles ils convergent effective- 
ment. La m6me remarque est applicable aux series (2) et ( 3 ). Par conse¬ 
quent les methodes de resolution fondees uniquement sur le theoreme I 011 
bien sur les thfiorimes II et III ne sont pas propres a faire connaitre, dans 
tous les cas, le nombre des racines reelles d’une equation numerique: mais 
dies fourniront toujours des valeurs aussi approchees que Ton voudra de 
toutc racine reelle qui se trouvera seule comprise entre deux limites don- 
n6es. 

Dans le cas particulier ou liquation numerique que Ton considere a pour 
premier membre une fonction reelle et entiere de la variable x, on peut 
tout <\ la fois, ainsi que M. Lagrange l’a fait voir, determiner le nombre des 
racines reelles et calculer leurs valeurs approchees. Pour aiteindre facile- 
ment cc but, il convient de rdduire d’abord liquation proposee a n’avoir que 
des racines inegales, en operant comme il suit. 

Soit 

(27) *F(af) = o 

liquation donnde. Designons par a, b, c, ... ses diverses racines reelles ou 



390 
ima 

supposerons le 
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imaginaires, et par • le degre <le so,, premier me.,.lire, claim lequol »■»« 
coefficient de la plus haute puissance do ,r redmt a 1 unite. 


Enfin, soient m' le nombre des racines dgales a a, ni le 
go-ales a b, m sr Ie nombre des racines 6gales he, -On aura 


" le nombre des racines 


m'-h to" 4 - + m 


(28) 
et 

(29) F(*) = (*-«)"''(■*•-&)“'(■*■ -c 

# 

On en conclura, en designant par s une noiivelle variable, 
F(tf- 


( 3 o) 




F(a?) 

Si maintenant on fait 

(3,) F(ar+ a) = F(or) -h - Fi(-«) -f- - 2 F s (.r) -t-. . 

et que l’on developpe les expressions 


x — a 


I - 4 - -- T > < 

x — b J V x - c 


suivant les puissances ascendanlcs de 5, l’equation ( 3 o) deviendra 


_Fi(* r ) , _ s F*(jO 


F(x) ' F(.r) 

/ to' \ ! in" \ 1 111'“ \ 

= ( I H- Z -h . . . J ( I ■+■ '• y 5 H- . . . ) ( I ■ I- “ Z I . • . } • 

\ x — a J \ x — b J \ x — c / 


x — a x — b x — c 


- F.. 


puis, en egalant de part et d’autre les coefficients de la premiere puissance 
de z y on trouvera 

( ^ ( ;r ) _ m ' mU , mtn 

J F (x) x — x — b^~ x — c” 1 

i _ rn\x — b) (x — c)... 4- m ir ( x — a) (x — r). . . -I- m tff (x - a) (x - - b). . * 

' (x — aj (x — b) (x ~~ c)... 

Comme la formule precedents a pour dernier membre une fraction alge- 
brique evidemraent irr6ductible, il ,er> resullc qu’il suPfit de divisor le pre~ 
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:i<m 

J'■ ' 1 '!'■ !’i*'|iiiiliuii i-\~\ par I* 1 phis tfrand coimmm diviseur 
* i ‘*' ' !, ‘ u ' l‘i < i, !■’,(.n pour nmirnrr n'ttr ('‘rpiation a la suivanlr 

‘ ' "H-r h)(,r (•),.. i). 


*ft§t ini §dtfs #|in* rarities i negates. 

\*hih in* iitni% 4 irrr‘ii*rniiH (»n^ a fa ire \oir comment cm pourrail deduire des 
meiue* pt’iiM*i|u*s diverge** equations dont les rarities, tomes inhales entre 
oemt eqnivalcntr*, tan tot au\ rarities simpler, tantcH aux raeines 
«In!il»ti‘laiiini *iti% idrift!** triples, etc. do la proposed*. Nous ajouterons sou- 
Ii f in**n 1 in i|iitd*j«ii*H retitarqne* relatives an eas on Ton suppose immedinte- 
iiirni umit^ les de I'equation ( *<;) inegales entro dies. Outrun des 

iiniiiliii h in , m , m "» . . reduUaul alnrs a llmite, cm tire* la formule ( 3 v) 


<♦1 I\ « * » *r lii 1.1 t\, , . if oii.r n... i i.r o)(o* —!>).,. i . 

ri ( foil* suite, 

F|io| so ft ){tt v ) . . ., 

1 1**| 1 /# I i it it) (ft r ) . . ,, 

•i * i 

I F«s i> t « ti) it b) . . ,, 


#» #« ii 

On 1 \ i >s , |\ i* i , < - t) * (tt -/>)*(//■ n‘) s . r) a . .. . 


lum, itiiiiH Hiiii«lii»ist% le produit des eurres des differences entre 
y% i,iniic%»:Sr rcijiiatimi (*i;| sera equivalent, abstraction faite du signe, an 

prodml 

IV 11 J F, (/' t V\ t e J. ..» 

H |i»ir riiiiMojiieiil #in dernier ferine de I'equation cm s que fottrnit reliminu- 
Imit i|*» r ml ft* l«*s deux *tHvattte* 

t O i V i .<*) - o, 5 F *(>*') o; 

it«* sorfe ell appelant II la vii lent* numerique de cc dernier lermc, on 

aura 

» is t {it ■ — r i f *». c b — c* i 1 ... ^ H. 

Il#in% la tii^iiie InpotliiHis le* vuleiirs de F { (ri|, ... dcmm»es par 1<‘S 

Infiiiiiii^ .r#i it rlani jitftnifs unties, si I’on designe par a une raeine reelle dc* 
llojiiiiliiiii i 7 !, il sitffirit d alfritium* an nombre « des valenrs trcVs petiles pour 
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F (a -l- a ) — a Fj ( a) -b a 2 F 2 ( a) . . ., 

F ( a — a ) = — a F< ( a) -f- a 2 F 2 ( ci ) —. . . 

soient de signes contraires. De plus, si Ton represente par x 0 , X deux limites 
inferieure et superieure entre Iesquelles la seule racine recllo a so trouve 
comprise, en vert if du theoreme I (corollaire I), F(X) sera de m&mc signe 
que F(fl+a), F(a* 0 ) de meme signe quo F (a — oc), el [)ar suites Ies deux 
quantites 

F(*o), F(X) ‘ 

seront de signes contraires. 

Lorsque 1 ’equation (27) n’a pas de racines egales, on quVlle a eld ddhar- 
rassee de cedes qu’elle pouvait avoir, il devienl facile de determiner pour 
celte equation, non seulement deux li mites entre Iesquelles tout.es les racines 
reelles se trouvent renfermees, mais encore unc suite de quanlites <pii, prises 
deux a deux, servent de limites respeclives aux diflerentes racines de eette 
espece, et enfin les valeurs aussi approchees que Von voudra do ces monies 
racines. C’est ce que nous adons etablir, en re so Ivan t Fun a pres Tautre Ies 
trois problemes suivants. 

ProblEme I. — Determiner deux limites entre Iesquelles Louies les racines 
reelles de Vequation 

1*7) F (x) o 


se trouvent renfermees. 

Solution, I< (x) etant par hypo these un polynhme reel, du deg re m par 
rapport a x, et dans lequel la plus haute puissance de x a pour coefficient 

l’unite, si l’on designe les coefficients successifs des puissances infcricures 
par 

a O •••> a m~ if U nn 

et les valeurs numeriques de ces mSmes coefficients par 


A.j, Aj, 


A 


m ? 


on aura idenliquement 


(%) 


\ F(a?) = #"*-{- a s a? ,M - 2 + . . . -j. am , 

! = x m ± k^x ™- 1 d= A 2 ^ ,/ - ? " 2 ih ... zh A m 


1 "+■ ff m 

1 •*' An A ni . 
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Soit maintenant k an nombre superieur a la racine positive unique del’equa- 
tion (17) (theor&me III, scolie II). Le polynome (20) sera positif toutes les 
lois qu’on supposera x>k. Par suite, il suffira d’attribuer a ^ une valeur nu- 
mbiique plus grande que Ie nombre k, pour que la somme des valeurs nume- 
riques des termes 


k { x m ~\ k, n 

devienne inferieure h la valeur numdrique de x m . II en resulte que le premier 
membre de I’equation (27) ne pourra jamais s’evanouir, tant que la valeur de 
x sera siluee hors des limites 

- k, k . 

Pone toutes les racines positives ou negatives de liquation (27) seront com¬ 
prises entre ces monies limites. 

Scolie /. — Le nombre k elant assujetti a la seule condition de surpasser 
la racine positive de l’equation (17), on peutle supposer egal soit a la plus 
grande des expressions (19), soit au plus petit des nombres entiers qui, sub¬ 
sidies a la place de x dans le polynbme (20), donnent un resultat positif. 

Scolie If. — On pent aisdment s’assurer que le nombre k, determine 
comme on vient de le dire, est superieur, non seulement aux valeurs nume- 
riques des racines rdelles de Tequation (27), mais encore aux modules de 
toutes les racines imaginaires. En effet, soit . 

x ~ r(cos * -+- \J — 1 sin*) 

une semblable racine. On aura en meme temps les deux equations reelles 

r m cos mt zb k x r m -~ l cos(m — 1)* 

zb A«, f' m ~~ cos (m — 2)* zb...zb A, n - t r cos*zb A,„ = o, 

r m si nmt zbA t a ’™" 1 sin (am — i)t 

zb A 2 r m ~- sin(m — 2)*±...zb A m _ t r sin* — 0; 


( 4 o) j 

(40 | 


et, en ajoulant la premiere Equation multipliee par c.osmt a la seconde mul- 
tiplide par sin aw*, on en conclura 


( 4 ^) 


l zb Ai/* m “ 1 cos* 

zb A 2 r w - 2 cos2 * zb... ± k m - x r cos(m — r)*± A m cosm*=zo. 


Or ii est clair qu’on ne saurait satisfaire a cette derniere equation en suppo- 

OEuvresdeC .— S. II, t. III. ^ 
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sant r > k, puisque dans celte livpothese la valeur numerique do /•'" surpass© 
la somme des valeurs numeriques des termes 

A 2 r m ~ 2 , A A „„ 

et a plus forte raison la somme des valeurs numeriques quo ces monies termes 
acquierent lorsqu’on les multiplie par des cosinus. 

Scolie III. — En comparant avec le polynome (26) les premiers membres 
des equations (27) et ( 4 o), on prouverait facilemcnt quo, si Ton designe par 
g un nombre inferieur a la racine positive unique dc i’eqnation (22), g sera 
une limite inferieure, non seulement aux valeurs numeriques de Unites les 
racines reelles de 1’equation (27), mais encore aux modules de (outers les 
racines imaginaires. C’est ce qui arrivera, par exemple, si Ton prend pour g 
la plus petite des expressions (26), ou le plus grand des nombres entiers qui, 
substitues a la place de x dans le polynome (26), donnent un resultat ndgatif. 
Le nombre g etant determine comme on vient de le dins Unites les racines 
positives de liquation (27) se trouveront comprises entre les limites 

g > •+* 

et les racines negatives de la meme equation entre les limites 

~g- 

Scolie IV. — Lorsqu’on se propose seulement d’oblcnir une limite; infe¬ 
rieure a la plus petite des racines positives ou superieure a la plus gratnhs on 
peut quelquefois y parvenir en s’appuyant sur le corollaire du theoreme Wll 
(Note precedente). Supposons, en effet, que to us les termes du polynAme 
F(j?), a Texception d’un seul, soient de meme signe. Liquation (27) prendra 
la forme suivante: 


( x m -+- Ai x ni ~ l 4-.. . 4 - A^j 
( “U As-hi x " 1 -*- 1 4- ... 4- A m „ i x 


Soit maintenant n le nombre des termes qui dans le premier me mb re de 
F equation ( 43 ) ne se r6duisent pas a zero, et 


la moyenne geometrique entre ces termes, B designant la rnoyeime geome- 
tnque entre leurs coefficients. En vertu du corollaire du theoreme XVII 
(NoteII), toute valeur reelle et positive de « propre a verifier l’equalion pro- 



note III. 

posee, ou, ce qui revient au meme, a lui servir de 
rement a la condition 
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racine, satisfera necessai- 


ct, par consequent, 5 

( 44 ) 

( 45 ) 


, Kx m ~‘>nBxV-, 
I’une des deux suivantes 


1 



savoir, a la premiere, si m s surpasse p, et a la seconde, dans le cas con- 


iraiio. II est bon d observer que, si le nombre s s’evanouit, A s se reduira au 
coefficient de x m , c’est-A-dire & l’unite. 


Scolie V. Il est encore facile d’obtenir deux limites, l’une inferieure, 
Taulre supericurc aux racines positives de liquation (27), par la methode 
que je vais iudiquer. On observera d’abord que toute equation dont le pre¬ 
mier mernbre n offre qu’une variation de signe, c’est-k-dire toute equation 
qui se presento sous la forme 


A. 0 x m -+- — AkX" 1 -' 1 — A„+ I a? m -' 1 - 1 —... — o 

011 sous la suivanle 


— A 0 x m — A, x m ~ l —... 4- k n x m -«- -+- A„ + , x m -"- 1 + ...— 0, 

A ( |, A], ..., A„, A„ +1 , ... d^signant des nombres quelconques, n’admet 
qn’iine racine positive, 6videmment egale a la seule valeur positive de x 
pour laquelle la fraction 


A 0 x n 4 - At x ll ~ 1 4 - A 2 x 11 -* ... 


qui croft sans cesse depuis 2? =o jusqu’ik x = 00, puisse se reduire a Tunite. 
Par consequent le premier membre d’une semblable equation aura le meme 
signe quo ses premiers ou ses derniers termes, suivant que la valeur de x 
sera superieure h la racine dont il s’agit, ou comprise entre zero et cette 
m 6 me racine. Cela pose, concevons que, dans le polynbme (39), — A s x s soit 
le premier terme ndgatif apres x m , + A u x u le premier terme positif apres 
— A s x s , —- A»x v le premier terme negatif apres A u x“, 4- A w x w le premier 
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terme positif apres — k v x% ..en sorte que l’eqdation (27) devienne 
x m -f- kiX nl ~ l 4- ... 

— k s x tn - s — k s +iX m - s -' -...4A k x m ~ tt 4- A tt+1 a?"*-"- 1 4- . . . 

— k v x m ~ 9 — 'k v +iX m - v - { —.. .4- k w x m ~ w k w ^. i x ,n - w ~ i 4-. .. dr k m — 0 . 

Oil conclura des remarques precedences, que toute valeur positive de x propre 
a verifier l’equation (27) doit 6tre : i° inferieure a la plus grande des racines 
positives des Equations 

X" 1 4- k { x m ~ l 4-... — k s x nt ~ s — k s +i x m -*- 1 — . . . = 0,‘ 

A„.r wl -“4- x” 1 - 11 - 1 4 -... — k v x tn ~ v — kv+iX” 1 - 9 " 1 —.. .= 0 , 


2 0 superieure & la plus petite de ces memes racines, lorsque k m est precede 
du signe —, et, dans le cas contraire, ii la plus petite des racines positives 
des equations de la forme 

— ksX" 1 -*— A.4-1 a?'*-*” 1 — .. . 4 - A„ x m ~ u 4 - A„ +1 4- ... — o, 

— k v x ni ~ v — A„ +l . 4- k w x” l ~ w 4- A^! X m ~ w ~ l 4- • . . = O, 


Quelquefois les deux conditions qu’on vient d’enoncer s’excluent mutuelle- 
menl, et alors on peut afflrmer que l’equation (27) n’a pas de racines posi¬ 
tives. 

ProblEme II. — Trouver le nombre des racines reelles de Vequation (27), 
avec une suite de quantites qui, prises deux a deax } servent de limites a 
ces memes racines . 

Solution . — Nous supposerons l’equation (27) reduite a n’avoir que des 
racines inegales. Alors, si Ton designe par k (voir le probleme prec6denl) une 
limite sup6rieure aux valeurs num6riques de toutes les racines reelles, par h 
un nombre moindre que la plus petite difference entre ces racines, enfin par 
k l9 k 2 , .. k lt d’autresnombres tellement choisis que, dans la suite 

( 4^) A, kly k%, • • • , kflj O, k n j * « • , A*2, kly k y 

la difference entre un terme et celui qui le precede soit toujours une quantite 
positive egale ou inferieure a A, il est clair que deux termes consdcutifs de la 
suite (46) ne comprendront jamais entre eux plus d’une racine reelle. D’ail- 
leurs, lorsqu’on substitue a la place de x dans le polyndme ¥(x) deux quan- 
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tites entre lesquelles une seule racine reelle au plus se trouve renfermte, les 
iEsultats obtenus sont cle mtme signe ou de signes contraires; pourparler 
autrement, la comparaison de ces deux resultats offre une permanence de 
signe, ou une variation de signe, suivant qu’il n’existe pas de racine reelle, 
ou cju ii en existe une entre les deux quantiles dont il s’agit. Par consequent, 
si 1 on prend les termes de la suite (46) pour des valeurs successives de la 
variable x> et que Ton forme la suite des valeurs correspondanies du poly- 
n6me F (x), cetle nouvelle suite offrira precisement aulant de variations de 
signe que 1 equation (27) a de racines reelles, et chacune de ces racines sera 
comprise entre deux valeurs consecutives de x qui, substitutes dans F(x), 
donnent des resultats de signes contraires. Ain si toute la difficult consiste a 
trouver pour le nombre h une valeur convenable. On y parvient de la ma- 
nierc suivante. 

Designons par II la valeur numerique du dernier terme de l’Equation en z 

que fournit PElimination de x entre les formules (37). Le nombre H, ainsi 

qu’ori l’a dejii remarqut, sera Equivalent (abstraction faite du signe) au pro- 

duit des carres des differences entre les racines reelles ou imaginaires de 

i- 

I’cquation (27). Par suite H 2 sera equivalent au produit des modules de ces 
differences (le module de chaque difference rtelle n’etant autre chose que sa 
valeur numtrique). Cela post, soient a, b deux racines distinctes de TEqua- 
tion (27). Si ces deux racines sont reelles, chacune d’elles ayant alors une va¬ 
leur numerique inftrieure k A •, la valeur numtrique de leur difftrence, c’est- 
ci-dire la difftrence ou la sorame de leurs valeurs numtriques, ne surpassera 
jamais 2 k. Si, au contraire, chacune de ces racines ou Tune d’elles seulement 
devient imaginaire, on pourra, en dtsignant par r lt r 2 leurs modules, et par 
t u deux arcs reels, supposer 

azu/'^cos^ + v 7 "- 1 sin^), 
b=zr\( cos -4- v/ — 1 sin£ 2 ), 

et Ton en deduira 

a — b = r i cos t x — /- 2 cos t ± 4- ( r t sin t i — r 2 sin t % ) y / — 1 , 


x 

mod. (a — b) = [(/q cos r\ cos^) 2 4 - (/■ 1 sin^ — r 2 sin$*)*]* 

1. 1 

= [r\ — 2 Vi r 2 cos(^~ 4) 4 - r\y < (rj 4 - 2 1\ j\_ 4- r|) 2 . 


On aura done 


mod. (a — b) < r t 4- 


cl, par suite, 

( 47 ) 


mod.(a — b) < 2 k, 
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pourvu que ie nombre k ait ele choisi, comaie dans le premier problems, 
de maniere a surpasser, non seulement les valours numeriques do toutes les 
racines rdelles, mais encore les modules de toutes les racines imaginaires. 
On prouvera de memo que chacune des differences 

a — c , ..., b — c 9 ... 

a pour modulo un nombre inferieur h 2 k 9 el 1 on cn conclura quo, si, apres 

, m(m 1) 

avoir forme tous les modules de cette espece en nombre egal a , 

on met de c6te l’un d’entre eux, par exemple le module do la difference 
a — b 9 le produit de tous les autres sera un nombre inferieur a I’expression 

?n (m — l) 4 

(2 k)~T-~ . 

Done, si l’on multiplie cette expression par le module de la difference a — b, 
on trouvera un resultat plus grand que le produil des modules de toutes les 
differences, e’est-a-dire un resultat plus grand que IP. En d’autres tonnes, 
on aura 

m(m — 1 ) 1 

(2 k) 2 xmod.(a-^)>!P 


ou, ce qui revient au m6me, 

1 

(48) mod.(a— b) >- 

( 2 k) » 

Lorsque les racines a et b sont reelles, le module de la difference a — b m 
reduit a sa valeur num^rique. Par consequent on obliendra un nombre h in¬ 
ferieur a la plus petite difference entre les racines r6elles de l’equation (27), 
si 1’on pose 

1 

09 ) h =- ■ 

( 2 k) * 1 

Scolie /. II serait facile de prouver que, si chacun des nombres 
A 2 , ..., k m (probl^me I) est eniier, le nombre II le sera egalemeut. Par 
suite, dans cette hypothese, le nombre H, qui ne peut s’evanouir lant qu^ les 
racines de 1 equation (27) restent inegales entre elles, aura unc valeur 6gale 
ou superieure a l’unite. Celapose, la formule (48) donnora 


( 5 o) 


mod. (a — b) > 


m[m — 1 ) 

(2 k)~ 


t 
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et Ton en conclura que, pour obtenir un nombre A inferieur a la plus petite 
difference entre les racines, il suffit de prendre 


(2 k) 2 

Scolie IL — Soit 

(02) Z=ro 

l’equation en 3 que fournit Telimination de x entre les formules (37). Si, 
par la methode ci-dessus indiquee (probleme I, scolie III), on determine 
une limite Or inferieure aux modules de toutes les racines reelles ou imagi- 
naires de l’equation ( 52 ), on aura, en designant toujours par <2, b, c> ... les 
racines de Fequation (27), 

mod. Fj(a) > G, 


ou, ce qui revient au memo [voir les equations ( 35 )], 
mod. (a — b) (a — c ).. .> G* 


On en conclura 


mod. (a — b) > 


G 

mod. (a — <?)..* 


et, par suite, 

( 5 3 ) mod. (a — b)> 

puisque les differences 

a — b, a — c, ... 


qui rcnferment la racine a combinee successivement avec toutes les autres, 
sont au nombre de m — 1, ou, si Ton met de cot6 la difference a — b , au 
nombre de m — 2. Cela pose, il est clair que le nombre h satisfera encore 
aux conditions requises, si Ton prend 


( 54 ) 


(2 k) n 


Scolie III. —Apr^s avoir d6termin6 h par Fune des methodes precedents, 
on pourra choisir pour la suite des nombres 

A 1 ], • • • > 

une progression arithmetique d6croissante dont la difference soit egale ou 
inferieure a A, en se bornant toutefois aux termes de cette progression qui 
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restent compris entre les limites o, k. .De plus, si Ton designe par g (voir le 
probleme I, scolie HI) une limite inferieure aux valeurs numeriques de 
toutes les racines reelles de l’equation (27), on pourra evidemment datis la 
suite (46) supprimer tons les termes positifs on negatifs dont les valeurs 
numeriques sont plus petites que g, en ecrivant a la place les deux seuls 
termes 

_ cr _ 4 _ or 

La suite ( 46 ) etant modifiee comme on vient de le dire, on substituera suc- 
cessivement dans le polynome F(a?) : i° les termes negatifs de cette suite 
clepuis — k jusqu’a — -g; 2 0 les termes positifs depuis -f-g-jusqu’a k; et, 
toutes les fois que deux termes consecutifs de la premiere ou de la seconde 
esp&ce fourniront des resultats de signes contraires, on sera certain qu’une 
racine reelle, negative dans le premier cas, positive dans le second, est reli¬ 
fe rmee entre ces deux termes. 

Scolie IV. — Lorsque, par un moyen quelconque, on a determine, pour 
l’equation (27), une valeur approch^e en plus ou en moms de la racine 
reelle a, on peut dans un grand nombre de cas obtenir de la meme racine 
une valeur approchee en sens contraire, et fixer deux limites, rune plus 
grande que les racines r6elles inferieures a a , l’autre plus petite que les 
racines reelles superieures, en s’appuyant sur la proposition que je vais 
enoneer. 

Representons a Vordinaire par 

F 2 (#), F 3 (d?), ... 


les coefficients des premiere, deuxieme, troisieme, ... puissances de z dans le 
ddveloppement de F(^-h-s); peer a, 6, c, ... les diverses racines de Vequa¬ 
tion (27), et par k un nombre superieur a leurs modules. Supposons en outre 
que, la quantite £ Hant une valeur approchee de la racine reelle a, la diffe¬ 
rence a — £ et la quantity ot determinee par Vequation 


( 55 ) 


F(g) 

F »(0 


soient assez petites, abstraction faite des signes, pour que, dans le polyndme 


(66) F 1 (^) + 2(2a)F 2 (|)^h3(2 a )2F 3 (?)H-4(2a) 3 F 4 (a-f-..., 


la valeur numerique du premier ter me surpasse la somme des valeurs numd- 
riques de tous les autres. Enfin designons par G un nombre infer ieur d 
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' 1 '' '**' V* rim, re ‘‘nh'ii/ n timer i,/ne stir la so mine tloni, il s'it git. On sera 
'' u, ‘ 1 '7"' l» raiine re,'lie a se (rotter settle earn prise entre lex Unities 


4» C, ! 3C $ 

1 " *# #:fr t* g vm'v tf i* ##« h - fi vntrv la ravine a et line no live lie raeine 

irrllr I# m- pen! %urpa\wi 

<; 

{ \ h y n a ' 

V*mt la propositmii piwndcntc, nous ohsorverons d'abord quo 

•Lin • I In adinHo li* pulvmum* i 5 b) ela nl do itu^rne si^no <juc so a pro- 

unm !^riin% mi |*t»iirr<i on din* autaut a fortiori dos doux polyndmos 

^ i Hv ■ < ■**» I\< i ? {'szf* K 4 (;) » U*)* K v (£) 

1 F \ 1 ; I • F l’\( ;) i ('^) a fr\(£) t .. 

I pi Vt 11 *d»Uoitt **ii dovHnppaut lo> fractions 

!** 1 1 *») Vi l * *\x) 

m sc 

■*ni%»i*ii \r% |mi**aitc«»H n%ri*iiffiiiilt^ do « f ot iiyiiiit /*gard h liquation (55). Par 
lo* premiers torino* dos doux polyndmos tHant cltt signos oontrairos, il 
** n sera ill* ties deux fraction* «*t do lour* numbratcurs 

Vil F(; i >\a). 

II i *111111 at»ttie. mt main** tint 1 ratine rbtdlo do Poquation (a;) outre les Untiles 

| *.*», % -h a*. 

I »ijmiii* ifti'il ii # i on iiiira «|ti & mi«*; ot, on oft’ot, il est facile do voir quo, si pin- 
^iioir^ H* idles tHnionl reuferutees outre cos limitos, on dbsiguant par 

it i*i /# i|**mx Hointtliifiioi rarities pHsos It lit suite runt* do Panins on trouverail 
l«iiii !•*% valour* ties expressions 

Vi in ) (a - 1 *) (a o}..., 

Fi(M (A-r)(//-- a).,. 

d«*i»\ ijnaitlilfH do Mgiio* cotitraires. Pitr consequent lequation 


* «il 

|l#i'*irrri 4p €* X II* I* til. 


E,(.*) <> 
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aur* a it une racine reelle comprise entre a et b, laquelle serait cie la forme 

'£ -l - 

la quantile 5 etant renfermee entrc les limites —2 a, -h^a. Or e’osl ec qu'on 
ne pent admettre; car, si Ton remplace dans la formule ( 3 i) s par y -f- 5, <q 
quo Ton developpe le premier membre de cello formule ainsi modifiee sui- 
vant les puissances ascendanles de 7, on en lircra 

F (iC -+- z ) -f- 7 F1 (x -f- ^) -I- . . . 

= F(*) + (/+ z) F t (tf) +■ (7 + z)* F,(.r) -h. . ., 


puis, en egalant de part et d’autre les coeflicients de la premiere puissance 
de 7, 

(60) F, (.r + 5) z= F t (a:) + 2 5 F 2 {x ) -+- 3 3* F, (.r) ■ 1- F 4 (,r ; 1 -. . . . 

Par suite, le developpement de 

(61) . Fi(S + s) 

deviendra 

(62) F, ( l) + 2 3 F 2 ( 2 ) + 3 s* F, (O-l- 1 ^ F 4 ($) -1-... ; 

el, com me dans le polyndme ( 56 ) la valeur numerique du premier tonne stir- 
passe la somme des valeurs numcriques de tons les aulres, il on sera tic nidtnc 
a fortiori An polynome (62), tanl que la valeur numcrique de 5 sera snpposiV 
inferieure a celle de 2a. II en resulte que, dans eotte hypotheses lVxprcs- 
sion (61) ne saurait s’evanouir. Done [’equation (09) n’a pas do raciues reelles 
comprises entre les limites £~-2a, £-+-aa; et lVqualion (27) nVu a fpftmr 
entre ces limites. La racine dont il s’agil est neeessairement colic qui sap* 
proche le plus de la quantile et que nous avons designee par <(. D'atitrc 
part, comme la fraction 

F (q -h 2 a ) 

———~ , 

a 

equivalence au second des deux polynomes ( 58 ), <>sl de meme sitin' qu<* 1«* 
premier terme de ce polynome, savoir 


on doit en conclure que 


F(£) et F(^-t-3«) 
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■ *ni <l. n\ (jiiaittiif. do ecnUrairos, ot quo la raoino a sc irouvc ros- 

'’■i ■ *•>*!«!• !•■'. limitcs 

i, I \ a at. 

,t l.i m i p.trlio il<‘ la proposition «■ j-<1 <^ssus dnonedo, olio osl uno 
. ntuiH 'liati* do M-ulic II, pitisquo la quautild (i roslora evidcm- 

m. iil nil.-.tv, .iI»tra> lion I'aito du sialic, an pol.vnAmo ((h), c’osl-a-diro 

.(>i i|. v. l..|.j.i iHi'ui (| ( . !>',i; •• taut quo la valour numdmpie dc s no sur- 
i" ' 1**'^ * '*'* '* *» •*« par oonsdquont infdrioure a la qiiaulitd F,(«) 

.|n'uii dt'duil do ; I, oil posaul 

Z (t l. 

1 ,ui uHohi s do ( Olio pailie quo los raoinos ivollos plus grand os 

,{ Mini louios snporiottros a la liuiilo 

“ ' 

V V /« )"' " 

- i !>-. i.omo-, cclli'i plus poiiios quo a inlrricnrcK a la limit 

, « 

! # « I ? // 

(a/. j ” 1 1 

I’m'hi iti. /I'fiiii*# 1 # 4 tti ettlenrs ntts'si approchees t/tte l'on voudnt des 

* <o l#n-i f‘rr Hr i #/r I 

<lii r«iiiiiit*iiri‘ni (inr determiner, a 1’aide du proldeme proee- 
4 r*i\ liniiii*^, rum* i *n plus i*l I’autri* cut moiris, do ehaque racino reello 
rt pMsiinr 8 stippMMiiiH rn partirtilicr quo la raoine a soil do cello espoco, ot 
|i4i # \ |«*« limites inlerioure c*t su peri euro it c(‘tlo raeine. 

I mu luimr fli'ii% *atti»§tieH difiVre»fes t la premiere avoc los tonnes posilifs 
>Ui i*nt%nuun* I i t u la mH'nmle huh* ies lermc‘s negatifs pris en signo con- 
ii 4 itt\ * Hie «|tii mum lit plus petite pmir .0-^ deviendra la [tins grander pour 

* V. H«-ptvM*fiir/ rette snrimie par f(j') et I'autre par x(‘ r )* deux, 
fine milieron eh jmtimut des propriety enoncHes dans los Ihoo- 
nuue* II i i ill; et, pur suite* si la function <p (./•) est telle qu’on puisse facile- 
tiiriii n^«iu«lre le* eqtiiifi«t?H ill* la forme* 

^nr) const., 

U*** Ummile* 17^ H ndj fourniremt irmm*dialoni(*nt dos valours de plus on 




m COURS D’ANALYSE. 

plus approchees de la racine a. C’est ce qui arrivera, par cxemple, Unites lei 
fois que la fonclion <p(«) se presenter sous la forme 

R C, D etant irois nombres enliers quelconquos, ct n nu nombre enlier 6ga 
ou inferieur a puisqu’alors on obtiendra les termes sueressifs ties se 
ries (6) et (i5) par des extractions tie racines tlu degre n. Si la fonc.tion <p(.r 
n’est pas de la forme que nous venons d’indiquer, on pourra facilement l’j 
ramener, en ajoutant aux deux membres do l’equation 

?(x) = X(- v ) 


un polynome entier dont tons les termes soient posilifs. En elfel, il es 
clair que les valeurs de «(.») et de modilibes par I’addition tl’nii sent 

blable polynbme, conserveront loujours les mdmos proprmlbs. On pent, at 
reste, attribuer au polyn&me une infinite de vabmrs diHV-reutes. Suppo 
sons, par exemple, 

o(x) — .r 3 3.r'- -f- R. 

La valeur de <p(.z), modifiee par l’addition du polynome devieudra 


si Ton suppose 
ou bien 

si Ton suppose 


(.T + i ) 3 -+- 7 , 
iJj(.t) r= 3.r, 

(a? -|- a) 3 , 

^(a;) — 3.r s -t- i»./• ; 


etc. II est bon de remarquer ace stijel : i" qtt’on |i<mt tottjottrs ehojsir S 
■function entiere de manierc b obienir I’unite pour le ntunbrt* II; qu, 
dans beaucoup de cas, l’un des nombres C, 1) se trouvera reditit a zern. 

Apres avoir determine par la mdthode precfulenle les racines reelles e 
positives de l’equation (27), il suffira evidemment. pour obtenir ses mrinr 
negatives de chercher par la infiunc metbode les racines positives tie J'eqtia 
lion 

(65) E(— .r)r.-o. 

Scolie. — Outre la methode d’approximation que nous venous d intliqm . 
11 en existe plusieurs autres, parmi losquellos on doit remarquer retie »| 
Newton. Elle suppose que I’on connait deja une valeur approehee £ t|** i 
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racinc que l’on cherchc, et consiste a prendre pour correction de cette valour 
la quantile x determinee par l’equalion 


( 55 ) 


a — — 


F(g) 

Ft (£)’ 


Toutelbis, celte derniere meihode n’etant pas toujours applicable, ii importe 
d’cxaminer dans quels cas on peut l’employer. Nous allons etablir a ce sujet 
les propositions suivames : 


l HfiontSME IV. — Supposons que, a designant Pune quelconque des racines 
reelles positives on negatives de Vequation (27), et £ une valeur approchee de 
cette racine, on determine a par le moyen de Vequation (55). Si a est assez 
petit , abstraction fade da signe, pour que dans le polyndme ( 56 ) la valeur 
nuni&rique du premier terme surpasse la somme des valeurs niimrriques de 
tons les autres, alors, des deux quantites 


b £~t -a, 

la seconde sera plus approchee de a que la premiere. 

Demonstration . — Nous avons deja vu (probleme II, scolie IV) que, dans 
I’hypothese admisc, la racine a se trouve seule renfermee entre les limites 

b 

Cola pos6, si Ton prcnd 

( 66 ) « = 


z sera une quantity comprise entre les limites o, 2 a, et prop re a verifier 
i’equation 

F(S + 3) = 0 


ou, ce qui revient au mSme, la suivante : 


(67) F(5) + 5 F 1 (S)+s*F t (0+-.- = o. 

Si maintenant on fait, pour plus de commodity, 


( 68 ) 


F,(S)h-*F,(Qh- ■■ 
Fi(S) 


et que l’on ait dgard a la formule ( 55 ), l’equation (67) deviendra 
(69) z=Kx + qz\ 
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On aura, par suite, 

(jo) a — £ -b z ™ £ -h cc 4 - q z 1 ; 

(j’ou ii resulte que, en prenant £-+~a an lieu de £ pour valeur approehee do 
on cominettra une erreur egale, non plus a la valeur numerique do s, main a 
celle de gz-. D’ailleurs, le polynome (5G) etanl do nii^mo signe que son pre¬ 
mier terme Fj(£), les deux polynGmes 

( F,(|) -f- 2 (2a) F s (£) + 2 ( 2 «):Fj (0 -t . . . : (* • ?[CUf ) Fj ( l ), 

^ ^ ) F t (^) — a(2«) F s (|) —2(2 «)jF 3 (>)(l ! - 4 > K, (2) 

jouiront evidcmment de la memo prop riel 6; ce <j 11 i exigo que la valeur mime* 
rique de sag, el a fortiori cello de gz, restent, inferieures a *. On eu can- 
clura immSdialement que la valeur numerique de gz~ est mferieure a eeffe 
de iz. Ainsi des deux erreurs que Ton eominol on prenant 

l Gl <H-« 

pour valours approchees de a, la secondc osl plus peiilo (juo la moitie tie la 
premiere. 

Scolie I. — Comme on tire de Fequalion ((><) » 


(X 

Z Z7.Z ■ 5 * 

I — qz 

el quo la valeur numerique dc gz est inferieure a on est assure tjn<* fa 
valeur de z restera toujours comprise enlre les limites 


2 

g a, 2 a. 


Scolie IL - En rfisolvant i’equalion (69) eoimm> si In V; ,I<mr d«> f/ ,,i a j, 
connue, on irouve 


1 ±: \J\ — [\ a g 

~~^r~ 


2 a 
1 r,;: y/i - 


4 3 C q 


Le radical v^~— 4 <*q est ici afFecte d’un double 
de 5 doit rester plus petite que cede de 2a, il 
le signe inKrieur. On aura done 


signe. Mais, puisquo la \alenr 
est Hair qu’on <Ie\ra jiiefrier 
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* ‘ 1,1 1 ‘ ' 11 " Hi 7 - 'l* limilns donl I'tmp soil, infdmmro ct 

l "' ll ‘ •' 1,1 **Miiiitilf »/ drlcrminoe par la formnl<> (OH), on con- 

* -<> .pm 1., valour exact.* do 3 esl foinprisc* t*nlr<‘ Ins 


’ A % 2 
* . 

1 \ ' \*<l* i 1 \ i a x <„) 


1 v.tli iii tent'ei-mera Intis 1<*>, 

.mu *li iu i i*ii immlirc.x. 


eltilTres ddeimaux 


commons 


' ; .pit* <i«.s deux quantiles (J | a sec.ondo ail la 

).!.) , ami.* x mmi' in|tic, et .pi.*oelto \.lit*iir nmneriqiie soit. inforiouro 
' * ’*' J1 *•'■ V! " '* M *•' 'litfi-icn,’,* ,1 ; ; esl, abstraction faite do sipm, pins 

J 1 ■* iilll “ Hiiiir ifertitt.tfe tit* r*»r«lrt* n, rYst.a-diro si Ton a 


vat, tittm» i - 



n 


I,.l 1 i*||s , |‘ 


♦i ?; * t/z % 


j«Im |iriiii% »ilnir,nii*»!i fiiilo *!ii ?%m\ qu’uue unite drriinale <l<* 

i ?# i ; i*u mu it * irumeni 

/ i \ * fi 

uiL mini* f/5 4 f ) . 

* Mu / 


|umi 4 uii |i »4 < m mi Ii**u de ; jimir valour approeheo do la raid no a, 

*‘ii *1 uifilr'ia l «* 11 * ii ii lit i * lies iliVitttalo * etarfes , 

1 sitjijiti%*i 11 |,i %,ileui iiniiii»rii|iii % dt* () iuferirure, non soulemont a 

I Millie, 11 $ 4 . i % riiniir a h # |» till riiiirltmiit ill 1 la formula {7.4 ) 

1 \i««i 

\al, mini, ( J 


Vht* iilriiir til, m full Hiijijinse rt*Ut* valour umuerique inforUmre a 

x * * ifrsi^iiinii i«ii inuiiJiri! i*ntier f|tiedeom{fH\ la formula ( 7 .I) antral- 


Urf j L| 


lilt. Sltstli, r/ 5 f 


/ I \**' r 
V i u ) 


iinUii* n In %tSe ij 1**1 HO|n»riouri k It Fumfe, mais iuferieun* a on 
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trouvera 

(77) 


val. num. qz-< 


Scolie IV . — L’erreur que Ton commet en prenant pour valeur 

approchee de a, ou la valeur numerique du produit qz-, peut clle-m&me se 
calculer par approximation. En effet, si l’on a egard a l’equation (69), on 
trouvera. 

qz- == q (a H- g s 2 ) 2 = q a 2 4- (2 a) q 2 z* q* z ! \. 


Or, supposons la valeur numerique de 2 a, par consequent celle de z, inle- 


rieure a ( — ) > et la valeur numerique de Q, par consequent celle de <7, 
.10/ 


inferieure & (io)^'*, n et r ddsignant deux nombres entiers. On aura evidem- 
ment 


f j \3«±2r 

val. num. (2 a)q 2 z 2 < l— \ 


et 




val. num. q 
l)e plus, si la valeur numerique de la fraction 

(78) 


10 j 


F 3 (£) -+- -s F 4 (£) 4-. .. 


est reconnue inf6rieure a (10)^, s d£signant encore un nombre entier, on 
pourra prendre 






pour valeur approchee du terme qa~, sans craindre une crreur plus consi¬ 
derable que 


j \ 3rt±:.s" 
10 / 


■ *«(£) 


Far suite, si l’on choisit £ -h a — a 2 = -7 - ov ? au lieu de \ -4- a, pour valeur 

* 1 (§) 

approchee de la racine a , c’est-a-dire si l’on pose 


(79) 




1’erreur commise sur la racine n’affectera plus que les unites ddcimales fit* 




NOTE III. 


409 

1 ordre marque par le plus grand des trois nombres 
3 /? ±s, 3/i±2r, 4 ^=±= 3 r. 

Dans le cas parliculier ou la valeur numerique de Q est infdrieure a (— 

\io 

el celle de la fraction (78) a \ 5 la nouvelle erreur devient plus petite que 


10 


il suffit done alors de substituer le second membre de 1’equation (79) & 
la quantild \ pour tripler le nombre des chiffres ddcimaux exacts dans la 
valeur approchde de a . Cest ce qui arrive encore, k tres peu pres, quand 
le nombre n devient trds considdrable. Ces rdsultats sont conformes a ceux 
que M. Nicholson a obtenus dans un Ouvrage recemment publie a Londres, 
et qui a pour titre : Essay on involution and evolution, etc . 


TnfiORfcME V. — Les mimes choses etant posies que dans le theoreme preci- 
dent, concevons que le premier terme du polyndme ( 56 ), dest-a-dire dupoly- 
ndme qui reprisente le developpement de Fj (£ H- 2a), ait une valeur nume¬ 
rique supirieure, non seulement a la somme des valeurs numeriques de tous 
les autres termes, mais encore au double de cette somme . Alors, si Von designe 
par ^ une quantiti comprise entre les limites 

l, ? + 


la seconde des deux quantitis 




r m) 

^ F.Ut) 


sera plus approchie de a que la premiere . 

Demonstration. — Pour etablir la proposition qu’on vient d’dnoncer, il 
suffit dc faire voir que la valeur numerique de la difference 


a —1 1 


cst supdrieure & celle de 


a D 1 ^ 


F(«)-F($i) 


FiU,) 


ou, ce qui revient au mdme, que la fraction 


F(g)-F(S L ) 
a — ?! 
Falo 


OMuvres de C. — S. Il, t. III. 


52 
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a une valeur numerique inferieure ix l’unite. Representons par ^ cello m6me 
fraction. II suffira de prouver que 

— a et c + 


c’est-a-dire, en d’autres termes, 


(80) 


F(a)-F(g,) 
a — h 


et. 2F,(t,)- 


V(ft ) ■ 

a ■ 


F(£,I 


sont deux expressions de m6me signe. Or, si l’on fail 
(81) a — £ ■+■ s et It ~ ^ c, 

s et S seront deux quanlites de mdme signe comprises outre les limites o, 
2«; et les expressions (8o), apres le dfivcloppcmenl. dcs functions 

Ffo + s), FU. + 6), F, (?-!-£), 


deviendront respectivement 

Fi(?) + (6 + 5)F 1 (S) + (6*h-S5-i-5*)F,(c) l .... 
Fi(?)-(S + --4S)F j (?)-(6 2 -+-Sj • i• s*-08*) I’:,( i) 


Comme, dans chacun de ces dernicrs polynftmes, 1 (> coeftieienl do F„(|) a 
une valeur numerique dvidemment inferieure ;t cclle de Pune dos quantity 

ns n ~ l f a n 6"— 1 , 

et par consequent au double de la valour numerique du produit 


«(2Dt)'' -1 , 

il est clair qu’ils seront l’un et l’autre do mfime signe (pie F, (£), si la oonilt- 
tion enoncde dans le thdoreme V se trouve remplie. Done, etc. 

Scolie I. — Les erreurs commises, lorsqu’on prond successivomenl 


et It ■ 


F( 5 .) 


Fi( 5 .) 


pour valeurs approchees de la racine a, sont respectivement ogale* au; 
valeurs numdriques des deux quantites 


« — h et a — £, -t- 


F($.) 


F,(&) 
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Scolie II. — Les m6mes choses etant posees que dans le th6oren 
l’on fait successivement 

m). 


(89) $1 = S- 


F,(D 


f _ FJlil 


F _IL&) 

- 3 "" C2 F,(Sj’ 


les quantites £ 1? £„ | 3 , ... seront des valeurs de pins en plus approci 
la racine a. Si d’ailleurs on attribue aux nombres M el N les memes 
que dans le scolie I, alors, en supposant 

val. num. (a —£) < > 


on en conclura 


val. num. (a — £1) < 


10 




val. num. (a — £ 2 ) 


j \kn±:Zr 
10 ) 


j \ Bndol r 

val. num. (a — ^ z ) < (— ) > 


Ces derni^res formules renferment la proposition 6nonc6e par M. 
clans le Bulletin de la Societe philomathique (livraison do mai 1818), r 
ment au nombre cle decimales exactes que fournit h chaquc op6rati< 
velle la methode de Newton. 

M 

Toutes les fois que la fraction est inferieure a 1 ,’unite, on pent ] 

/• = o, et par suite les differences successives entre la racine a 01 ses 
approch6es 

£l> ^2? • • * 

sont respectivement plus petites que les nombres 



Done alors le nombre des d6cimales exactes se trouve double pour lc 
k chaque operation nouvelle. 

Les recherches precedentes fournissent plusieurs rndthodes de res 
pour les equations numeriques. Afin de faire mieux sentir les avantaj 
presentent ces inethodes, je vais les appliquer aux deux equations 

(90) x z — 2 x — 5 ~o 

et 


(90 


X z — 7 # -h 7 o 
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que Lagrange a choisies pour exemples (Resolution des equations name - 

i iquesj Chap. IV), et dont la premiere a ete plus anciennement traitee par 
Newton. 

Si nous considerons d’abord l’equation (90), nous trouverons (theor&me III, 
seolie II) qu elle a une seule racine positive comprise entre les deux limites 

= 2 et (/aT 5 = 2,i5.... 

De plus, la vaieur positive de x propre a verifier l’equation 


237 4-5 = ^ 

satis for a (probleme I, seolie IV) b. la condition 

2 \jb.2x < x z } 

ou, ce qui revient au meme, & la suivante : 

1 

#> (4o) 5 =2,09.. . . 

La racine dont il s’agit sera done renfermee entre les nombres 2,09 et 
2, 1 5 , en sorte que sa vaieur, approch6e b moins d’un dixi&me pres, 
sera 2,1. Pour obtenir une vaieur plus exacte, nous observerons qu’on a 
dans le cas pr6scnt 

F(a?) = x z ~~ 2x — 5 , Fj(^) = 3 ^ 2 — 2, F*(#) = 3 #, F 3 (^r) —1, 

et que, si Ton prend 

£ = *,i, 

la condition 6nonc6e dans le thdor&me IV sera remplie. Cela pose, comme 
on tirera de liquation ( 55 ) 

a = — \ “—0,005431878.. 

on trouvera pour les nouvelles valeurs approch6es de 1’inconnue x 

\ + a = 2,094068121... 

? + a ~ a * S7(f) = * +a “ a * = 2j0 ^ 5515 -• • • 


Enfin, comme, la vaieur exacte de x 6tant prdsentee sous la forme x — \ + 2, 
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5 sera une quanlite comprise entre les limites o, 2 
evidemment 

Fa(|) __ 6,3 4- s 

Ml) — 


-<l- 


x, et que par suite on aura 
< 0,6 < i. 


F,(g) _ 1 

Fid; " <^3 


<o, r > 


val. num.-s = val. nuoi. (ci + ^)< val. num. a -1- (2 a) 2 val. num. q< 0,01, 


on en conclura (theoreme IV, scolies III et IV) que, en prenant 

x — 2,0945681, 

on commet une erreur plus petite que 0,0001, et en prenant 

x — 2 ,o9455i 5 

une erreur plus petite que 0,000001. 

' Au lieu d’employer les formules gdnerales, on pourrait effectuer le calcul 
de la manidre suivante. Aprds avoir trouve 2,1 pour la valeur approchde 
de x, on fera dans l’dquation (90) 

25 = 2,1-+- 

et l’on en tirera, en divisanl tous les termes par le coefficient de 
(92) 0,005431878..2 -+- 0,560997328... + 0,089047195... s 3 — o 

ou, co qui revient au mdme, 

(g3) s = —O,O0543l878. . .4- qz^, 

la valeur de q dtant ddterminde par la formule 

(g4) q =— 0,560997328.. . — 0,089047195. . . z . 

Le double du premier terme de l’dquation (92) est, a Ires peu pres, o,bt; et, 
comme le premier membre de cette equation fournit deux resultals de signes 
contraires lorsqu’on y fait successivement 


s — o, z = —o,ot, 

on peut affirmer qu’elle a une racine rdelle comprise entre les limites o et 
— 0,01. Pour demontrer que cette racine est unique, il suflit d’observer que, 
en vertu de la formule (60), l’equation 


Fi (2,1 -l-s) — 0 
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se r^duit a 


m 


I H~ 2 X 0,560997328. ..St 3 X 0,089047195 . . . O, 

et que cette derniere ne saurait §tre verifiee par aucune valeur de z ren- 
fermec entre les limites dont il s’agit. De plus, il est clair que, pour une 
semblablc valeur de s, la quantite q ddterminee par la formule (94) reste 
comprise entre — o, 56 o et — o, 56 i; et, comme on tire de Fequation (98) 

- = — 0,005431878. . . — 0, 0000295 o 5 . . .(— q) 

— 0,000000320 . . .(— q)-~ . . ., 

on en conclura : i° en supposant — qz= o, 56 o, 



z — — o,oo 54485 o .. 


2° en supposant — q = o, 56 i, 

z “ — o,oo 544853 .... 

Par suite, la valeur r£elle et positive de x propre a verifier Fequation (90) 
sera comprise entre les limites 

2,1 — o,oo 54485 o = 2,094551 5 o 
et 

2,1 — 0,oo 544854 = 2,09455i46. 

Cette equation a done une racine positive unique a tres peu pres egale a 

2 , 09455 i 5 . 

Il est d’ailleurs facile de s’assurer qu’elle n’a point de racines negatives. Car, 
si die en avait une seule, on pourrait satisfaire par une valeur positive de x 
k la formule 

(96) —2^4-5 —0; # 

et cette valeur de ^r ( voir le scolie V du probleme I) serait en meme temps 
infdrieure k la racine positive de Fequation 

X z — 2X = 0, 

e’est-^-dire k 

v /2 = j, 4i4 - • 

et sup6rieure k la racine de Fdquation 

5 — 2 & — o, 
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c’est-ci-dire a 


5 

2 


= 2 , 5 ; 


ce qui est absurde. 

Passons maintenant a Pequation (91), et cherchons en premier lieu ses 
racines positives. Pour avoir une limite superieure aux racines de cette 
espece, il sufflra d’observer que, Pequation dont il s’agit pouvant se mettre 
sous la forme 

x z H- 7 = 7 x, 


on en tire (probleme I, scolie IV), en supposant x positif, 


2 y 7<2? 3 << 7,r 

et, par suite, 

•<?■ 

On peut done prendre ~ pour une valeur approch<§e de la plus grande racine 
positive. Cela pos6, si l’on fait dans liquation (91) 


7 

on trouvera 

82 

(97) 0,o5 + : + 2,40-3 2 -4- -~ z z — o 

ou, ce qui revient au meme, 

(98) z — o,o5 -1- qz 1 , 
la valeur de q 6tant d^terminee par la formule 


32 

(99) > ^ = -2,40— 

Le double du premier terme de liquation (97) est 0,1; et, comme le pre¬ 
mier membre de cette Equation change de signe lorsqu’on passe de z = 0 & 
—0,1, tandis que le polyndme 

32 

1 h— 2 x 2, 4.0 z —j— 3 x — z^ 

70 

reste constamment positif dans cet intervalle, il en resulte qu’elle a une 
racine reelle, mais une seule, comprise entre les limites o et —0,1. La 
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Nommons c la racine negative dont il s’agit. La troisieinc racine b de Liqua¬ 
tion (91) sera evidennnent reelle et positive, puisque le produit a be des trois 
racines doit 6tre equivalent au dernier terme pris en signe contraire, e’est- 
a-dire a —7. Determinons a present cctte troisieme racine. Pour y parvenir, 
on cherchera d’abord un nombre G egal ou inferieur a la valour nutnerique 
de Fj(^). Or, puisqu’on a dans le cas present 


F(a?) = a? 2 — qx -+- 7, 
F 1 (j?) = 3^-7, 

on en conclura 

Fi ( ct ) —1 3<7. 2 — 7. 

On pourra done prendre 

0 = 3(1,69189)^-7^1,5874.... 


D’ailleurs, en vertu de ce qui precede, on a encore 


et, par suite, 


<*<1,6922, — c< 3, 7 4 r 

a — c < 5,4339. 


Cela pose, on trouvera (probleme II, scolie II) 

G r, 58 7 4 

a —b> - -- > =0,29212. 

a — c 0,4309 y 


et Ton aura en consequence 

6<i,69211. .. — 0,29214.. .< i,4o. 

Apres avoir reconnu, comme on vient de le l'aire, quo la racine b est infe- 
rieure a la limite i,4o, on supposera 


= t, 4 o 

Liquation (91) donnera dans cette hypothes 
(to 3 ) 


se 


0,70: 


28 


o,o 5 h- 

ou, ce qui revient au meme, 

' ' £ — — o,o 5 -h qz- y 

la valeur de q 6tant determinee par la formule 


o 
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Le double du premier terme de 1 ’equation (io 3 ) est o,i; et, comme le pre¬ 
mier membre de cette equation change de signe lorsqu’on passe de ; = o ii * 
5= —o,i, tandis que le polyndme 

i — 2 x 3,70 5 — 3 x -5s 4 

20 

reste eonstamment positif clans I’intervalle, il en resulte qu’elle a une seule 
racine reelle comprise entre les limites o, —0,1. La valeur correspondante 
de q est, evidemment renferm6e entre les deux quantites 


3,66 et 3,76. 

En substiluant successivement ces deux quantites a la place de la lettre q 
dans liquation (roo), on oblienclra deux nouvelles limites de l’inconnue z, 
savoir 

-~L=-===-o,o 43 i 7 --. 

i -h v' 1,702 
et 

- = o,o/j. 3 oo...; 

i y 0700 

puis Ton on conc.lura que la racine positive b est comprise entre 


et 


i, 4 o — 0,04317.. . — 1,35682... 
i, 4 o —o,o 43 o 5 . ..= 1,35694- 


On oblienclra done la valeur approchee de cette racine k un dix-millieme 
pres, si Ton prend 

(ro:,) b = 1,3569. „ 

Quant a la racine negative c de liquation (91), nous savons deja qu’elle 
est comprise entre les limites 

— 3,7416... et — 2,4t- 

On aura done sa valeur approchee a une unite pres, si on la suppose egale a 
— 3. Oela pose, faisons dans liquation (91) 

x = — 3 -4- 

On trouvera 


o,o 5 -4-5 — o ,45 


■h 0,00 JZ 3 — 0 


(106) 
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on, ce qui revient au meme, 

(98) z =r— 0 ,o 5 qz 2 , 

la valeur de q etant determine© par la formula 

(107) <7 = 0,45— o,o 5 ^. 

De plus, 011 recormaitra facilement : i° que i’equation (106) a une racine 
reelie, mais une seule, comprise entre les limites o, — o, 1; 2 0 que la valeur 
correspondante de q est renfermee entre les deux nombres 

o, 45 , o, 455 ; 

3 ° que ces deux nombres substitues h la place de la lettre q dans l’equa- 
tion (100) fournissent deux nouvelles valeurs approohees de z, savoir 

-2-i L_. — — 0,048922... 

1 -h v 1,09 

et, 

-= — 0,048911- 

i H-\/i,091 

Par suite, la valeur approch^e de c a un cent-miilieme pres sera 

(108) c = — 3,04892. 

Au reste, on aurait pu deduire imm6diatement la valeur approchee de c des 
formules (101) et (io 5 ). E11 effet, puisque dans l’equation (91) le coefficient 
de x~ se reduit h. zero, on en conclut 

a -\~ b c — o, 
c~ — a — b, 

et, par consequent, & tres peu pres, 

c = — (x, 6920 -b 1,3569) = — 3 ,0489. 

Pour terminer cette Note, nous presenterons ici deux theoremes dont le 
second comprend la regie 6noncee par Descartes relativement a la determi¬ 
nation du nombre des racines positives ou negatives qui appartiennenl a une 
equation de clegre quelconque. Dans ce dessein, nous ailons d’abord exa¬ 
miner le nombre des variations et des permanences de signes que pent offrir 
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une suite de quantises, lorsqu’on suppose les differents termes de cette suite 
compares Fun a l’autre, dans l’ordre ou ils se succedenl. 

Soil 

( I 0 9 ) a 0 , *i, a i9 a m 

la suite que l on considere, composee de m -h r termes. Si aucun de ces 
lermes ne se r6duit k zero, le nombre des variations de signe qu’on obtiendra 
en les comparant deux a deux, dans Fordre ou ils se succedent, sera comple- 
tement determine. Mais, si quelques termes se reduisent a z6ro, comme on 
pourra, dans cetle hypothec, fixer arbitrairement le signe de chacun d’entre 
eux, le nombre des variations de signe dependra de cette fixation meme, de 
maniere cependant a ne pouvoir s’abaisser au-dessous d’un certain minimum, 
ni s’elever au-dcssus d’un certain maximum. Une semblable remarque peut 
dtre faito sur le nombre des permanences de signe. Ajoutons que, pour 
obtcnir le nombre maximum des variations de signe, il suffit de considerer 
cbaque lerme qui s’evanouit comme affecte d’un signe contraire k celui du 
terine precedent. Concevons, par exemple, que la suite (109) se compose des 
quatre termes 

-Hi, o, 0, — 1 . 

Le premier de ces termes elant positif, on obtiendra le nombre maximum 
des variations de signe, en consideranl le second terme comme negatif, et le 
troisieme comme positif, ou, ce qui revient au meme, en ecrivant 

-Hi, — o, -HO, —I. 

Par suite, dans ce cas particulier, le nombre maximum dont il s’agit sera 
egal a 3 . On aura it obtenu au contraire le nombre minimum des variations 
de signe, egal k Funit6, en affectant chaque terme nul d’un signe semblable 
a celui du terme precedent, e’est-k-dire en 6crivant f 

-Hi, ~H0, — 0, 1 . 

Ces prineipes elant admis, on dtablira sans difficulte les propositions sui~ 
varites : 

TafiORfeME VI. — Supposons que, la constante h etant reelle et positive, on 
miiltiplie le polyndme 

(1 10) a {) x m -H ^ 1 .r w “ I “H a 2 # w '~ 2 “H- . .~H a m - -H a m 

par le factcur lineaire x + h. Cette multiplication n’augmentera pas le 
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nombre maximum des variations de signe enlrc Les coefficients successes des 
puissances descenclantes de la variable 

Demonstration . - En multipliant le polyndme (no) par .r 4 - A, on obtienl 
un nouveau polyname dans lequel les puissances descendantes de la variable 
ont pour coefficients respectifs les quantites 

(,ii) a 0 , a^ha^ a*-+- ha u a m 4 - Afl/n-i- 

II guffira done de prouver que le nombre des variations de signe no croit pas 
dans le passage de la suite (109) a la suite (111), lorsqu’on a porte cc nombre 
au maximum dans l’une et J’autre suite, en aflectant ebaque lei me qui s ova- 
nouit d un signe contraire a celui du terme precedent. Or, je dis en pre¬ 
mier lieu que, les signes elant fixes d’apres cette regie, chaque terme de la 
suite (111), represente par un binome de la forme 

a n + ha n - 1, 

prendra le meme signe que l’un des termes a, n a n „ x de la suite (109). Cette 
assertion est egalement evidente dans les deux cas qui peuvent se presenter, 
savoir : i° lorsque les deux termes a n ~ t , a n sont originalrernent, on en vertu 
de la regie adoptee, affectes de signes contraires, par exemple lorsque a n 
s’evanouit; 2 0 lorsque, a n ayant une valeur differente de zero, a n ^ x est affecte 
du m6me signe que a n . En consequence, si Ton altribue aux quantiles 

(112) ha 0, ha x , ha z , ..., ha m .. x , ha nl 

les memes signes qu’aux termes correspondants de la suite (109), on pourra, 
sans alterer en aucune maniere la succession des signes dans la suite (111), 
y remplacer chaque bindme de la forme 

a n 4 - ha n - { 

par fun des deux mondmes a, n ha n „ x . En operant ainsi, on obtiendra une 
nouvelte suite dans laquelle chaque terme de la forme a n se trouvera suivi 
d’un autre terme 6gal, soit au monbme a n+ . x , soit au monbine ha n , qui est 
la seconde partie du binome « /H _, 4- ha n , tandis que chaque terme de la 
forme ha a se trouvera suivi du monome ha^ ]y ou du monAme a „+.«>, qui est 
la premiere partie du binbme a /i4 . 2 4- ha n + x . Cela pose, concevons que dans 
la nouvelle suite on distingue : i° chaque terme de la forme a n auquel sue- 
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cede un autre terme de la forme ha n ; 2 0 chaque terme de la forme ha n 
auquel succede un autre terme de la forme a n + % ; et soient respectivement 

les differents termes de Tune et Tautre espece ranges d’apres 1 ’ordre de 
grandeur des indices qui affectent la lettre a. La nouvelle suite, compos£e 
des monbmes 

t 0 \ i * * * J &S1 htt^ 4 - 1 , • • *J /ld U y 2> m • 

Il(X Vi IlCty+. i, - • hCL W y Cl w 4_2, &\v \-Zy *.* •» my 

ne presentera evidemment que des variations de signe propres k la suite (109) 
avec celles qui peuvent naitre dans le passage de ha tl a a n +. 2 , de ha w a a w+ .^.... 
D’aiileurs il est, aise de voir que, si les deux quantites 

ha n et a u 4 .,, 

ou, ce qui revient au meme, 

cf ii et a u 

sont. affectes de signes contraires, la variation de signe correspondante ne 
fera que remplacer une autre variation de signe prop re a la suite (109), 
savoir celle qui avait lieu entre le terme a lt +. L et Tun des deux termes a ny 
a il+i . Une remarque toute semblable s’applique au cas ou les mondmes ha w , 
a w +. 2 sont affect6s de signes contraires, etc. On peut done conclure que le 
nombre maximum des variations de signe n’augmenle pas lorsqu’on passe 
de la suite (109) a la suite (n 3 ), et par consequent a la suite (111); ce qu’ii 
fallait demontrer. 

Coroliaire. — Si Ton multiplie le polynome (no) par plusieurs facteurs 
lineaires de la forme 

x 4- h, x 4 - h', x 4- h! r y . . . , 

hy h’y h\ ... designant des quantit6s positives, on n’augmentera pas le 
nombre maximum des variations de signes entre les coefficients successifs 
des puissances descendanles de la variable x. 

THfiORfeMK VII. •— Soient, pour lepolyndme 


(no) 


F(a?) = a 0 x m 4 - ciy x m ~ x 


4- ... 4- Qm -1 x 4 “ a m y 
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m! le nombre minimum des permanences de signes, et m” le nombre minimum 
des variations de signe entre les coefficients success ifs des puissances descen ~ 
dantes de x. A tors, dans Vequation 

( 114 ) F(**)-o, 

le nombre des racines negatives sera eg a l ou inferieur a m r y le nombre des 
racines positives egal ou inferieur a m", et le nombre des racines imagi - 
naires egal ou superieur d la difference 

m — ( m' H- m"). 

Demonstration . — Pour etablir la premiere partie du theoreme, j’observe 
que, si l’on appelle h, /*', h\ ... les racines negatives de l’equation (i i/j), le 
polyndme F(#) sera divisible par le produit. 

(x -H h) (x -+- h') (x H- Id ). . 

Nommons Q le quotient. D’apres le corollaire du theoreme precedent, le 
nombre maximum des variations de signe dans le polyndme F( x ) sera egal 
ou inferieur au nombre maximum de ces variations dans le polyndme Q, 
el par consequent au degre de ce dernier polyndme. Par suite, le nombre 
minimum des permanences de signe dans le polyndme ¥(x) sera egal ou 
superieur & la difference entre le nombre m et le degre du polyndme Q, 
c’est-a-dire au nombre des racines reelles et negatives de l’equation 

(tl4) FO)zzro. 

Pour demontrer la seconde partie du theoreme VII, il suflira de remarquer 
que, en ecrivant — x au lieu de x dans l’equation (u/i), on change a la fois 
les racines positives en negatives, les variations de signe en permanences, 
et reciproquement. 

Enfin, comme cette equation, etant du degre m, doit avoir m racines reelles 
ou imaginaires, il est clair que la troisieme partie du theoreme est une con¬ 
sequence immediate des deux autres. 

Corollaire. — Pour montrer une application du theoreme precedent, con- 
siderons en particulier i’equation 

( 11 5) x m ~\- i -=o. 
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On irouvera : x° en supposant m pair, 

m r ~~o, m n zz: o; 

2 0 en supposant m impair, 

m'■=. i, jn ir =zo. 

Par suite, l’equation (ii 5 ) n’a point de racines reelles dans la premiere hypo- 
these, et ne peut en avoir qu’une dans la seconde, savoir, une racine r6elle 
negative. 


OEuvres de C . — S. II, t. III. 


54 



426 


COURS D’ANALYSE. 


NOTE IY. 

SUIt LE DEVELOPPEMENT DE LA FONCTION ALTERNEE 
(r — *) (S —J‘) (s — a?) — a?) O — j) (*» — z) .. O — u). 


Designons par 9 la fonction donl il s’agit. Ainsi qu’on Fa ddja remarque 
(Chap. Ill, § II), chaque lerrne de son developpement sera equivalent, abs¬ 
traction faite da signe, an produit des diverses variables rangees dans un 
certain ordre ct respectivement elevees aux puissances marquees par les 
no mb res 

O, I, 2, 3 , n I . 

De plus, il est aise de voir que tons les produits de cette espece peuvent sc 
deduire les uns des autres a l’aidc d’un on de plusieurs echanges operas 
entre les variables prises deux a deux. Ainsi, par exemple, on deduira le 
produit 

x°y l . . . // 4 ~ 2 

d’un quelconque des produits de memo forme, en faisant passer successive- 
merit par de semblables 6changes la lettre x h la premiere place, puis la 
lettre y k la seconde, puis la lettre ^ it la troisieme, etc. Cornme d’ailleurs 
la fonction 9 change de signe, en conservant au signe pres la meme valeur, 
toutes les fois qu’on dchange deux variables entre elles, on devra conclure : 
i° que le developpement de cette fonction renferme tons les produits ci- 
dessus mentionn6s, pris les uns avec le signe 4-, les autres avec le signe — 
2 0 que, dans le m£me developpement, deux produits, choisis au liasard, 
sont affeetds du mfime signe, ou de signes contraires, suivanl qu’on pent les 
d6duire Fun de l’autre par un nombre pair ou par un nombre impair 
d’echanges.En partant de ces remarques, on etablira sans difficulty la propo¬ 
sition suivante : 

TnfiORteME I. — Joignez au produit 

x°y' z* ... u n -~ p Tl ~~ 1 


tons ceux que Von peut en deduire a Vaide d 9 un ou de plusieurs 6changes 
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successivement operes entre les variables 

x, y, s, . .., u, v 

prises deux d deux. Le nombre des produils qite vous obtiendrez sera 

i.2.3. . .(n — i) n, 

et ils se partageront en deux classes distinctes, de telle maniere qiCoix ne 
pour r a jamais deduire Van de V autre deux produits dhine me me classe que 
par un nombre pair d’echanges, ni deux produits de classe differ ente que 
par un nombre impair d’echanges. Cela pose, si Von ajoute tons les produits 
d'une classe pris avec le signe -f- aux produits de Vautre classe pris avec le 
signe —, on trouvera pour somme, suivant qu’on donnera le signe aux 
produits d’ une classe oli a ceux de V autre, soit le developpement de -h 9, so it 
le developpement de — 9. 

11 suffit evidemment d’avoir egard h la proposition pr6c6denie pour con- 
struire le d6veloppement de la fonction altern6e -h 9. Toutefois on doit 
remarquer encore un autre theor&me, a l’aide duquel on peut decider imme- 
diatement si deux produits, pris au liasard dans le developpement dont il 
s’agit, s’y trouvent affectes du meme signe ou de signes contraires. Nous 
nous contenlerons d’enoncer ici ce second lh6oreme, sans en dormer la de¬ 
monstration qu’on deduira sans peine des principes que nous avons exposes. 

TufiORfeME IL — Pour decider si, dans le developpement de la fonction 
alternie ±: 9, deux produits de la forme 

,:r°y 1 ... u n ~~~ p^-* 1 

sont affectes du mS/ne signe, ou de signes contraires, on distribuera les va¬ 
riables 

x, y, z, ..., a, v 

en plusieurs groupes, en ay ant soin de faire entrer deux variables dans un 
meme groupe toutes les fois qu’elles porteront le mSme exposant dans les deux 
produits que Von co aside re, et formant un groupe isole de chaque variable 
qui a’aura pas change d’exposant dans le passage du premier produit au 
second. Cela pose, les deux produits seront affect&s du meme signe, si la dif¬ 
ference dLi nombre total des variables au nombre des groupes est un nombre 
pair, et ils seront affectes de signes contraires, si cette difference est un 
nombre impair. 
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Ou faciiite l’usage du theoreme qui precede, en ecrivant les deux produils 
Tun sur l’autre, et rangeant dans chacun d’eux les variables d’apres 1 ’ordre 
de grandeur des exposants qu’elles portent. 

Pour appliquer a un exemple les deux theoremes ci-dessus enonces, consi- 
derons en particular cinq variables 

x, y, «, v. 

Le produit de leurs differences, ou, si l’on veut, la fonction allernSe 

(y — x){z—X) (z—y) {u—x) (ll —y) (« — -) 0 — x) (V — j) (l> — z) (*' —tl), 

fournira un developpement compose de cent vingl termes respcctivetnenl 
egaux a cent vingt produits dont soixante seronl precedes du signe - 4 -, et 
'soixante du signe —. L’un des produils affectes du signe -l- sera celui qui a 
pour facteurs les premieres leltres des bindmes 


savoir 


y-x, s — x, z—y, v — ti, 

yl Z 2 U Z ^ 


Pour juger si un autre produit tei que 

x* v* 1 u z y 1 * 

doit etre pris avec ie signe -f* ou avec le signe —, il suffira d’observer que, si 
Ton compare les deux produits dont il est ici question sous le rapport des 
mutations qui ont lieu entre les variables donn<§es lorsqu’on passe de Tun a 
l’autre, on sera conduit k partager ces m 6 mes variables en trois groupes, dont 
l’un renfermera la seule variable x, un second les trois variables y, 3, r, et 
un troisieme la seule variable u. Si du noinbre des variables egal a 5 on 
retranche le nombre des groupes 6 gal k 3 , on aura pour resle 2, c’est-k-dire 
un nombre pair. Par consequent les deux produits devront etre affectes du 
m 6 me signe; et, puisque le premier est precede du signe le second devra 
retre egalement. 
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NOTE Y. 


SUR LA FORMULE DE LAGRANGE RELATIVE A L’lNTERPOLATION. 


Lorsqu’on veut determiner une fonction enliere de x, du degre /? — i, 
d’apres un certain nombre de valeurs particulieres supposees connues, il 
suffit d’avoir egard a la formule (i) du Chapitre IV (§ I). Cette formule, 
donnee pour la premiere fois par Lagrange, pourrait facilement se deduire 
des principes exposes dans le paragraphe I du Chapitre III. En effet, desi- 
gnons par 

(i) a = a 4 - bx -f- cx % -4- hx n ~ l 

la fonction cherchee, et par 


Uqj ll u * * • > Hfi-i 

ses valeurs particulieres correspondantes aux valeurs 

Xq, Xj , X*, . . . , X ;i _i, 

de la variable x. Les inconnues du probleme seront ies coefficients a , b, 
c, ..h des diverses puissances de x dans le polyndme u ; et Ton aura, pour 
determiner ces inconnues, les Equations de condition 


Wo 

= a 4- bx 0 

+ CX* 

-K 

■ • ~+~ hx n Q 1 , 

"i 

= a-h bxj 

4 - cx\ 

4-.. 

. . 4 - Ax' 1 " 1 , 

a 2 

= a 4- b x 2 

H- cx\ 

-4-. , 

. . 4* A 1 , 

«/i- 

i = fl + bx n ^ 

1 

l ■ 

. .4- Ax"lj. 


Cela pose, pour obtenir la valeur explicite de la fonction u , il s’agira unique- 
ment d’eliminer les coefficients a, b,c, ..h entre les formules (i) et ( 2 ). 
On y parviendra en ajoutant 1’equalion (i) aux equations ( 2 ), apres avoir 
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multiplie ces dernieres par des quantiles choisies de maniere a faire dispa- 
raitre la somme des seconds membres. Soient 

— X 0 , — x 1? — X 2 , .... — X„_i 

les quantitds dont il s’agit. On trouvera 

ll W 0 "X. [ Wj X.o Wo ... i W/j—| 

— (f — x 0 H x — X 2 —...— a 

—H (X Xq Xo ^i X% X 2 . . . i ) fa 

-h — X'] Xo *— ^Xi — X 2 — . . .— c 

-4-. 

-4- (a?*- 1 - <"* Xo - x'r X t — ^r l X 2 —. .. — “} x„- 1 ) A 

et, par suite, 

( 3 ) U — Xo Wo -4“ Xj Wj -4“ Xo W2 —h . . . -f- X ;i _i llft—i, 

attendu que les quantites 


Xo, x„ X. 


I 


devronl 6tre assujetties aux equations de condition 


( 4 ) 


X 0 + x, 

&o Xq 4- Xi Hi 
x\ Xo -4- x \Xi 

-4 X 2 

-4- Xo X 2 

- 4 - x% X 2 

_i_. . 

, . -4- H n _i — = I, 

. . “I- { X/i—J ~ Xy 

. . 4 ,r Xf t _ ^ X« - 1 - , 

! r*x,+*r i x 1 

■4“ x% 1 X 2 -4-. . 

1 SY* ^ ^ ”X" —/V. /£- 

* ^ X tl - i — I - ' L 


% 

Si 1’on resout ces nouvelles Equations par la meihode exposee dans le Cha- 
pitre III (§ I), on obtiendra les formules 


( 5 ) 


Xo 


X, 


(x — X,) (x — Xo). . .(x — X n - X ) 
(x 0 — x I )(x 0 — x i ).. .(x 0 — 

(x — x 0 ) (x — X 2 ). ■ ,(x — 
[x i —x x ,)(x i —Xo_).. .(x t — 


I ^ _ (x x 0 ) (x X x ) . . . ( X X tt —2 ) 

\ ' B_1 _ — Xo) (x n _ x — X 1 )... («„_! — «„_ 2 ) ’ 

en veriu desquelles liquation (3) se rdsduit a la formule dc Lagrange. 
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Au reste, la formule de Lagrange est comprise dans une autre plus gdne- 
rale a Iaqaelle on se trouve conduit, lorsqu’on clierche h determiner, d’apres 
un certain nombre de valeurs particulieres supposees connues, non plus une 
fonction entiere, mais une fonction rationnelle de la variable x. Concevons, 
pour fixer les idees, que cette fonction rationnelle doive etre de la forme 

_ a H- bx H- cx*-\~. . .-4- hx* 1 ” 1 

U a -b 6 x + y x 1 H- . . . -4- 6 x nt 


Alors les inconnues du probleme seront les coefficients 


a, b , c 9 ..., h , a, 6, y, 


9 


ou, pour mieux dire, les rapports 


a 6 y 9 

“5 ~ J - , 

a cc a cc 


a b c h 

—•> — 5 ' 5 **•> —) 

a cc cc cc 


dont le nombre est n 4 - m. II est aise d’en conclure que la fonciion a sera 
completement delerminee, si 1’on en connaft n -+- m valeurs particulieres 


( 7 ) 


UQy Uly U%, • • U n + m — 1 , 


correspondantes h n-h m valeurs 

( 8 ) X 0 , Xly X^y . . ., 1 

de la variable x. On arrive encore aux m 6 mes conclusions, en faisant voir 
quTme seconde fonction rationnelle de la forme 

. , a r -h b r x -h c'x*-h . * .4- h'x n ~ l 

V9) (x'+e'x + y'x*-*-. . Q'&m 

ne peut satisfaire aux mdmes conditions que la premiere, sans lui etre iden- 
tiquement egale. Supposons, en effet, que les fractions ( 6 ) et ( 9 ) deviennent 
egales entre elies pour les valeurs particulieres de x comprises dans la 
serie ( 8 ). Liquation 

(a H- b x -f- h x* 1 ” 1 ) (a f -h @'x -f-. . . -4- 9 r x m ) 

— (a f -h b*x -h.. .-f~ h F x n ~ l ) (a -i- $ x -h-.. .-h 9 x m ) = o, 
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subsistant alors pour n-\-m valeurs de la variable, tandis que son degr6 reste 
inferieur k n-\- m, sera n£cessairement une Equation identique; d’oii il suit 
qu’on aura identiquement 

a H~ bx -b cx~-h .. .-b hx n ~ x a’ -b b' x -4- c l x* - b. . . ~b h! x n ~ x 

^ 11 ^ a - 4 - 6 x -f- y x % 4-. .. -b 6 x m a' 4 - S' x -b y' x--4 . . . -b Q l x ni 

On ne-peut doncresoudre que d’une seule maniere la question proposee. On 
la resoudra effectivement en prenant pour valeur generale de u la fraction 


. .. u n 


{x- 


{ )(x~ 


>) •* • (x — x n 


-l) 


[x Q 


1) • • • ( *^0 & n 


t) .. . (x m —x m +x) • • • ( x » 


ll.l/r . . . 


(^o — x) (Xy — x) . . . {X m ^ — x) 


( ) • • • ('X'm-hn—l ) • • • ( ^n 


i ) • • • ( & m — \ & n 


dans laquelle le d^nominateur doit 6tre remplace par Funite, lorsqu’on sup¬ 
pose m — o, et le nunterateur par le produit u Q u x ... u , n9 lorsqu’on suppose 
n ~ i. Cela pos6, on trouvera, pour m = o, 


( 12 ) 


U =Z u 


(x ■— X t ) (x — X%) . . . {x — X n -i) 

0 (x 0 ~x 1 )(x 0 — x^). . .(x Q ~x n „ l ) 


-b.. 


pour m=zi. 


i3) 


u u _ (x — x 2 ) {x — x z ). . . (x — x n ) _^ 

0 1 (x Q — x 2 ) (^0—^3).. . (x 0 —x n ) {Xj — Xz) (x x — x z ) . . . (x x ~~X n ) 

_ ^0— a? __ X t x _ 

u ° (x 0 — X^iXo — Xz) ... (x 0 — x n) 1 (^1™ ^0) . . . (Xi — x n ) 


pour n = 1, 

(1 4 ) « = 


«««,•• • 




(d? 0 —-a?) (a? t —a?), . . 


(^0 ) (*^1 ) • • • ( & n 


■ x n 


Dans chacune des formules pr6c6dentes, on comptetera sans peine le nunte- 
rateur 011 le d^nominateur de la fraction qui repr6sente la valeur de u, en 
ajoutant au premier terme de ce numerateur ou de ce d^nominateur tous 
ceux qu’on pent en d6duire k l’aide d’un 011 de plusieurs ^changes opdr^s 
entre les indices. Par exemple, si l’on suppose en ncteme temps m=. 1 et 
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n — 2 , on Irouvera, pour la valeur de u completement developpee, 

u u x — + u u _ x — x \ x — x a 

.. _ ( ^0 x 'i') ( X 1 X 2 ) _ X l) ~ { X 1 X Q ) ( < 2^2 X 0 ) 


■ (O?o — x \) (Je 0 — a; t ) 1 (a?!— J 7 0 ) (a? x — x t ) 2 (> 2 — x 0 ) (.r 2 — x x ) 


II esl bon do rcmarquer que.la formale (12) est celle de Lagrange, el qae 
pour en ddduire la formule (i/j) il suffil de remplacer n — 1 par m 9 puis de 

prendre pour ineonnuc la fonction supposee entiere, an lieu de la fonc- 
lion u. 
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NOTE YI. 

DES NO MB RES FIGURES. 


On appelle nombres figures du premier, du second, du troisieme ordre, etc. 
ceux qui servent de coefficients aux puissances successives de x dans les d£- 
veloppements des expressions 

(i-H-.r) -2 , (i -t- x)~~'\ (i +.... 


Cette definition fournit un moyen facile de les calculer. En effet, nous avons 
prouve, dans le Chapitre VI (§ IV), qu’on a, pour des valeurs reelles quel- 
conques de fx et pour des valeurs num£riques de x inferieures a 1’unite, 


(0 


(i H- x)V-~ i - 


I 1.2 


1 . 2 . 3 . ..11 


Si dans l’dquation prec£dente on pose /lx = — (/?i1), m designant un nombre 
entier quelconque, on trouvera 


(2) 


(r -4- x)~ m ~ l : 


m H™ i ^ 2) 9 

QQ -|— 2 J ~ . 

T 1.2 

(m -H r) f m -b 2) . . . (m -h n) 

--- x n -t- 


Comme on a d’ailleurs 6videmment 


i.2.3 ...n 


n )_ r. 2.3. . .• m (m H- i) . . . (m n) 

(i . 2 .3.. . m ) (i. 2 .3. . . n ) 

_ (/i + i)(/i + 2)...(/H- m) 

1.2.3 .. .m 5 


(3) 
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il en resulte que l’equation (2) peut s’ecrire ainsi qu’il suit: 

_i.a. 3 .. .m 2.3.4. ..(/wH-O 


(<+*■)" 


l .‘2 .'6 ... Ill 


1.2.3. . .1)1 


4 ) < 


3.4 • 5.'.. (m - 4 - 2 ) 

1 . 2 .3... m 


ft (ft -4- 1 ).. .(ft -4- m — i ) 

i.2.3 .. .m X 


(ft - h i) (n -4- 2 ). . .(// -4- m) n _ 

I . 2. 3 ... /ft 


Les coefficients numeriques des puissances successives de x dans le second 
membre do oetle derniere formule, savoir 


•>) 


i.2.3... /» 2 .3. (\.. . (m -+-1) 


1.2.3... /// 


1.2.3. .. /ft 


n (ft -4— t ). . . (ft 4— /ft — I) 
1.2.3.../// 


sont precisement les nombres figures de l’ordre m. La suite de ces monies 
nombres on la s6rie ( 5 ) s’etend a I’infini. Son « iJme terme, c’est-k-dire la frac- 
lion 

ft (ft -hi). • • ( ft ~h /ft — I) 

1.2.3 ... ft/ 

est k la fois le coefficient numerique de x tl ~ x dans le developpement de 
(j x)~ m "~ l , ot le coefficient de x m dans le developpement de (i -h x) n ^ m - x . 
Do plus, si dans la sdrie ( 5 ) on fait successivement 

III ::::: l, Dl 2, 111 = 3, • • • i 

on obtiendra : i° la suite des nombres naturels ou figures du premier ordre 


i, a, 3, l\, 


n, 


•>." la suite des nombres qu’on nomme iriangulaires ou figures du second 
ordre, savoir 

i, 3 , 6, io, . 


ft ( ft -4- 0 


3 « la suite des nombres qu’on appelle pyramidaux ou figures du troisieme 
ordre, savoir 

ft (ft -4-1) (ft + a) 

I? 4* *0, 20, 1.2.3 
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Si l’on ecrit ces differentes suites au-dessus les unes des autres, en les faisant 
preceder par une premiere suite composee de termes tous egaux a l’unite, 
et placant, en outre, le premier terme de chacune d’elles sous le second 
terme de la suite immediatement sup6rieure, on obtiendra le Tableau sui- 
vant : 

i, i, i, i, ..., 

i, 2 , 3, 4, ..., 

i, 3 , 6, 

i, -i, • • • ? 

i. 


Les nombres renfermes dans la colonne verticale de ce Tableau 

sont les coefficients de la n' li > mo puissance cTun bindme. Pascal, dans son 
Traite du triangle arithmetique, a donne le premier la loi de formation de 
ces m&mes nombres. Newton a fait voir ensuite comment la formule etablie 
d’apres cette loi peut etre dtendue k des puissances fractionnaires ou nega¬ 
tives. 

Plusieurs proprietes remarquables des nombres figures se ddduisent imme¬ 
diatement de la formule ( 4 ) du Chapitre IV (§ III). Goncevons, par exemple, 
cpie, apres avoir remplacd dans cette formule n par n — r, on y suppose 



x ™ m -h i, y =: m ! ~h i , 

m , ml etant deux nombres entiers quelconques, on trouvcra 


(7) 


(rn - 4 - m’ -+• 2) (m H~ m' -b 3 ), . . (m -}- in' -h n ) 

1. 2. 3 . . . (n — 1) 

_ (m -b r) (m -b 2). . . ( m -b n — r) 

1.2. 3 . . . ( n — 1) 

(w + i)(m + 2)...(/tt + /i-2) m r -b 1 
.1.2. 3 . . . (n — 2) 1 


• 1 ( m‘ -b i) ( m ! -b 2 ). . . ( m r 4 - n — 2 ) 


■b 


1 1 . 2 . 3 .. .(/i — ?.) 

( m' -h 1) ( m 1 -b 2).. . ( m r -b n — 1) m 
1.2.3 . . .(n — 1 ) 5 
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puis, en faisant m'=z o, 



| {rn 4 - 2) (rn 4 - 3 ). . . (/?? 4- n) 


1.2. 3 ... (n — 1) 


_ (m 4-1) (m 4- 2).. . (m -j- n — 1) 


1.2.3. . .{n — 1) 

( 8 ) < 

(m 4 -1) (m 4- 2). .. (m 4- n — 2) 
1 . 2 . 3 . . . ( /i — 2) 


4-. 


m 4-1 

_l-^ j. 

l 1 


i)e meme, si, apres'avoir remplac 6 dans la formule ( 4 ) (Chap. IV, § III) 
n par n — i, on fait en outre 

j ~ /?i -f i, y z=z-~ (m r i), 

on en conclura 


(9) 


■j ( m — in’) (rn rn 1 4 - r). . . (m — m!n — 2) 

1 . 2.3 . . .(/L — I ) 

1 _ (rn 4-1) (m 4- 2). .. (m n — 1) 

I 1.2 .3 ... (ti — 1) 

j (rn 4 - r) ( m. 4- 2). .. (m 4 - n — 2) m f -4 1 

i i. 2 . 3 ... (n — 2) 1 

4 * «... 

_ m -h 1 ( m! 4-1) m '... (m 1 — n 4- 4 ) 

1 1.2. 3 . . , ( n — 2) . 

j f rn' 4- 1) m ! .. . ( m r — n 4- 3 ) 

\ 1.2. 3 ... (n — 1) 


Lorsque dans liquation pr 6 c 6 clente on suppose m ! ~ m, et en m^me temps 
n~m r 4- 2, on trouve 



(m 4- 1)... (m 4- n — 1 ) rn! 4-1 (m + i)...(^ + ^ — 2) 

r.2. 3 . . . (n — 1) 1 j . 2 . 3 . . .(/£ — 2) 

( m f 4-1 )m l (m 4 - 1 ). . . (m 4 - n — 3 ) 
1.2 t . 2 . 3 . . .(n — 8 ) 


_ m’ -4 t (m 4 - 1 ) , . . (m 4- n — m r — 1 ) 

1 1 . 2 . 3 . . . \n — m' — 1) 

(m 4 - 0 * • '( m “H n ~ m l — 2) 

~~ 1.2. 3 ... (n — m’ — 2) 
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Enfin, comme les equations (S) et (io) peuvent s’ecrire ainsi qu’il suit 


00 


j. 2. 3 . . . m 2. 3.4 • • . (m 4 - i) 

1.2.3 ... in i.2. 3 . .. m 


n (n 4 - 1 ). .. (n -f- m — 0 _ n (/? -4 i) . . . (n 4 - m) m 

1 . 2 . 3 .../?? i. 2 .3 . . . (in 4 ~ i) 3 


( 12 ) 


1 n . . . f n -f- m — 0 177 1 4~ i (n — — 2 ) 

i O — - x --- —x - 4 . . . 

I 1.2.3.../?? I 1.2.3.../?? 

J _ ii} ! 4~ i (/? — m ')...(/? - 4 - /?? — m ! — t) 

! H ” I 1.2.3.../?? 

(n — in' — 1 ^. . . (n 4- /?? — m' — 2 ) 

±--- •, 

1 . 2 . 0 .../?? 


il est clair qu’elles entraineront les deux propositions que je vais enoncer : 

TufiORta I. — Si, apres avoir forme la suite des no mb res figures de 
Vordre m , on ajoute les uns aux autres les n premiers termes de cette suite , 
on obtiendra pour somme le n itmc no mb re figure de Vordre m 4-1. 

TiifioufeME IL — Si Von designe par m, m! deux nombres entiers assujettis a 
la condition 

ni F z m, 

et que dans le developpement de ([ — x) m '+ l on remplace les puissances sne¬ 
cessities de x par m ! - 1-2 termes consecutifs pris dans la suite des nombres 
figures de Vordre /??, on obtiendra un resultat egal a zero. 

Corollaire L — Si Ton suppose que les differents termes de la suite 
(1 3 ) a o, a % , ..., a n , ... 


represented successivement les nombres naturels, les nombres triangulaires 
et les nombres pyramidaux, on trouvera dans le premier cas 

(i4) a n — 2 a„^ t -+- a n _ 2 zrz o, 


dans le second 


(15) a n —3 a n -i -4 3a /2 _ 2 — a n . 3 — o, 

et dans le troisieme 

(16) a n — (\a n ^ 4 - 6a„_ 2 — -+- a n -i = o. 
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La premiere des equations qui precedent se confond avec la formulc ( 3 ) du 
Chapitre XII (§ I). 

Corolla ire 11 . — Si Ton dSsigne generalement par 
(1 3 ) • • •> • • * 

les nombres figures de l’ordre m, 

(17) a Q , a t x, a 2 3? 2 , . .., 

sera une serie recurrente dont l’echelle de relation aura pour termes les 
quantitds 

0 . tn 4- t (m - 4 - 1) m (m - 4 - 1) m (m — 1) 

(ro) r ?-> H-5- o - 9 

1 1.2 1 . 2.3 

c’est-a-dirc les coefficients des puissances successives de x dans le develop- 
pement de (1 — .r)'"*- 1 . Ainsi, par exemple, la s6rie 

I, 3.27, 6x 2 , JOX 3 , ..., 


dans laquelle les puissances successives de x ont pour coefficients les 
nombres triangulaires, est recurrente, et son 6chelle de relation se com¬ 
pose des quantiles 

1, — 3 , -1- 3 , — 1. 

Parmi les propriety principales des nombres figures, on doit remarquer 
encore celles que pr6sentent les Equations (7) et (9), lorsqu’on lour donne 
les formes suivantes : 

| n (n 0 . . . (n m ~h m') 

1.2. 3 ... (m m' 1) 

_ n (n 1). . . (n -H m — 1) 1.2.3... m’ 

1.2.3 . . . m 1.2.3 ... m' 

( r 9 ) * (n — 1)11. . .{nm — 2) 2 . 3 . 4 -- .(m 1 ■+■ 1) 

I H i.2.3... '/h 1 . 2 . 3 .. .m f 

I H-. 

I i.2.3. . .Til n( n -H 1). . . (n -f- m' — 1) 

\ i. 2 . 3 . . .in i.2.3... m‘ 
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i n (n 4 - 1 ). . . (n -+• m —- m ! — 2 ) 
i.2.3 ...(ni — in' — 1 ) 

n (n -h 1 '). .. (n -h m — 1 ) m r -4- 1 (n — 1 ) n . . . (n -f- m — 2 ) 

1.2.3 ... m 1 1 .2.3 ... m 

( 20 ) < + . 

( m' h- 1 )... ( m 1 — n-+- Zj) 2.34...(/« + i) 

I .2.3. . . ( /£— 2 ) _ 1.2.3...//* 

(m' - 4 - t ).. . ( m! — n - 4 - 3 ) t . 2 .3. . . m 
1 . 2 .3. . . (n — 1 ) 1.2.3.../;* 

Ajoutons que, clans la' suite des nombres figures de ford re n, le (n - 4 - i)'** me 
terme equivaut a la somme des carres des coeflicients que renferme la 
n i«mo puissance d’un bin6me. En elfet, si dans la formule ( 2 ) ( Chap. IV, 
§ III) on suppose k la fois x — n, y = /i, on trouvera 



(21) 


2 n ( 2 n —-1). . . ( a - 4 - 1) 
1 . 2 . 3 . ..{n — 1) n 



fj_{n --j) 
1.2 





NOTE VII. 


DES SERIES DOUBLES. 


U 0 > • ••, 

Uq, ll x , u^, • • ■ , 

> W i» W 9 j • • • » 

* * ’ • • > • • > • • • 

des quantiles quclconques rangees sur ties lignes horizontales et veriicales, 
dc telle maniere que chaque sdrie horizontale ou verticale renferme une 
i a finite dc lermes. Le systeme de toutes ces quantites sera ce qu’on peut 
appclcr une aerie double; et ces quantity elles-m&mes seront les difterents 
termes de la s6rie, qui aura pour terme general 

J,(m) 

y 

m, n designant deux nombres entiers quelconques. Cela pose, concevons 
que Ton rcpr6sente par 

c(»U 

tl 


Soient 

(0 


ia somme des termes dc la serie (i) qui se trouvent compris dans le Tableau 
suivant 


“Of 

a t , 

U 29 

• • • > Un—if 

"'0. 


Unj 

'• * y u n— 1 y 

ul, 

u'l, 

ul, 

• * • 9 ^n- 1 9 

* * 9 

* • 9 

• * y 

. . ., . . . ., 

»/(/«- 1 ) 

11 0 9 

r/ {rn~\) 
Ll l y 

u 2 ’ 

j.ini- i) 

* • • y u n—\. y 


c’esl-a-dire des termes qui portent a la fois un indice inferieur plus petit 
que n et un indice supdrieur plus petit que m. Si la sorame des termes res- 
tants, pris en tel ordre et en tel nombre que l’on voudra, devient infiniment 
petite pour des valeurs infiniment grandes de m et de n, il est clair que la 
somme s { ' n) , et toutes celles qu’on pourra en deduire en ajoutant a s ( ™ ] quel- 
ques-uns des termes exclus du Tableau (a), convergeront, pour des valeurs 
QEuvres de C. — S. II, t. III. ^ 
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croissantes de m et de n, vers une lirnite fixe s. Dans ce cas, on dira que la 
serie (i) est convergent, et qu’elle a pour somme la limite s. Dans le cas 
contraire, la serie (i) sera divergente, et n’aura plus de somme. 

Lorsque les lermes exclns du Tableau (2), etant ajoutes les uns aux autres 
en nombre arbitraire, ne donnent jamais, pour des valeurs infiniment grandes 
de m et de n, que des sommes infiniment petites, on peut en dire autant a 
fortiori de ceux d’entre les memes termes qui appartiennenl a une ou&plu- 
sieurs colonnes horizontales ou verticales du Tableau (1). II suit immediate- 
ment de cette remarque que, si la serie double comprise dans le Tableau (1) 
est convergente, chacune des series simples comprises dans les colonnes 
horizontales ou verticales du meme Tableau le sera pareillement. Desi- 
gnons, dans celte hypothese, par 

/ 

s (m) 


le r6sultat qu’011 obtient en ajoutant les sommes des m premieres series 
horizontales du Tableau (1), c’est-a-dire les m premiers termes de la s6rie 
simple 

( 3 ) ll Q ~b Ui -b Mo “+”•*• ? W o -b u v ~b u 2 ~b . . . , K J + wj + ttj +. . ., 

... .*. 9 .... *., 


et par 

£ /i 

le resultat qu’on obtient en ajoutant les sommes des n premieres series ver¬ 
ticales, c’est-a-dire les n premiers termes de la serie simple 

(4) ^0 “b u q "b u'q -f- • • •, Wi ~b u\ +«![ + ..., U» “b Wj ~b u\ 

.> . > .. * * 9 

.<*•( m ) sera evidemment la limite de l’expression s\” l) pour des valours crois¬ 
santes de n, et s a la limite de la mc^me expression pour des valours croissantes 
de m. Par suite, il suffira de faire croitre ind6finiment m dans s^^ et n dans 
s* P our faire converger si m > et s n vers la limite On pent done enoncerla 
proposition suivante : 

TafiORiiME I. — Supposons que la serie double comprise dans le Tableau (1) 
soit convergente; et designons par s la somme de celte serie. Les series ( 3 ) 
et (4) seront egalement convergentes, et chacune d’elles aura encore pour 
somme la quantity s. 

Concevons maintenant que les valeurs num6riques des quantiles comprises 
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dans le Tableau (i) soient respectivement designees par 

I PO, P 1 > P 2 > * • • t 

Po- p'l> p2> •••. 

P(P Pp Ps> • • • > 

Les termes du Tableau (0 qui se trouvent exclus du Tableau (2), etant 
ajoutes les uns aux autres en tel nombre que Ton voudra, fourniront evi- 
demment une somme inferieure ou tout au plus dgale (abstraction faite du 
signe) a la somme des termes correspondants du Tableau ( 5 ). Done, si, pour 
des valeurs infiniment grandes des nombres m et /i, cette derniere somme 
devient infiniment petite, il en sera de meme a fortiori de la premiere; ce 
qu’on peut encore exprimer en disant que, si la serie double comprise dans 
le Tableau ( 5 ) est convergente, la serie (1) le sera pareillement. J’ajoute 
qu’on sera completement assure de la convergence de la sdrie double com¬ 
prise dans le Tableau ( 5 ), toutes les 1‘ois que, les series horizontales de ce 
Tableau dtant convergentes, leurs sommes, savoir 

( 6 ) Po H- pi H- p 2 - 4 - . - -, p' 0 -i- Pi -h P2 + - • Po -H Pi + P2 H“ - • • ? 

.. .. .> 

formeront elles-memes une sdrie simple convergente. En effet, soit, dans 
cette hypothese, e un nombre aussi petit que l’on voudra. On pourra choisir 
m assez considerable pour que faddition des sommes 

pT ] -+■ p[ m) + pT ] +■. ■, pr +i) +pr n + p * m + i) -*-•••> 


et, par suite, celle des termes du Tableau ( 5 ) affeetds d’un indice superieur 
au moins 6gai k m, ne produise jamais un rdsultat plus grand que {s. De 
plus, le nombre m 6tant determine comme on vient de le dire, on pourra 
encore, puisque chacune des series horizontales du Tableau ( 5 ) est conver¬ 
gente, choisir n assez considerable pour que chacune des sommes 

Pn -+" P«+l + Pti+ 2 ■+•***» 

Pn + P!*+1 H“P«4-2 

. . 

Pn + Pn+i -r-pn-b 2 

soit egale ou inferieure a auquel cas faddition des termes qui, dans le 
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Tableau ( 5 ), portent im indice superieur plus petit que m et un indice infe- 
rieur au moins egal a n, ne produira jamais un resultat plus grand quc U. 
Les deux conditions precedentes etant remplies,il est clair que, dans la 
serie (5), les termes affectes d’un indice superieur au moins egal a m et 
d’un indice inferieur au moins egal a n ne pourront donner par leur addi¬ 
tion mutuelle qu’une somrne tout au plus egale a s. Done cette somme 
deviendra infmiment petite, si Ton attribue aux nombres m et n des valeurs 
infinimenl grandes, puisque alors il sera permis de faire decroitre s au dcla 
de toute limite assignable. Done l’hypothese admisc entraine la convergence 
de la serie ( 5 ), et par suite celle de la serie (x). En combinant ce principe 
avec le premier theoreme, on cn deduit une nouvelle proposition que jc vais 
enoncer. 

Th£or£me II. — Supposons que, toutes les series horizontales clu Tableau (i) 
etant convergences, tears so mines, savoir 

(3) u 0 u 1 -j- u% -f-. . ., u'q -4- u 1 -f- u .2 *+■. • •, u'q -h u -f- u'i , 

. y • . . y ... 

forment encore une serie convergente, et que cette double propriete des series 

horizontales sub sis te dans le cas me me oit Von r emplace chaque ter me du 
Tableau (i) par sa valeur numerique. On pourra des tors affirmer : i° que 
toutes les series verticales sont convergences; 2° que tears sommes, savoir 

( 4 ) -j- u 0 -j- u'q -+- . . ., tti + ttjH- uj + . . u % -+- u % - 4 - h 'l, -f-. . ., 

. y . y . y 

forment encore une serie convergence; 3° enfui que la somme de la serie ( 4 ) 

estprecisement egale a celle de la serie (3). 

Corollaire /. — Le theoreme precedent subsiste lors m6me qu’on suppose 
quelques-unes des series horizontales ou verticales composes d’un nombre 
fini de termes. En effet, chaque serie de cette espece peut £tre consideree 
comme une serie convergente ind6fmiment prolongee, mais dans laquelle 
tous les termes dont le rang surpasse un nombre donne s’evanouissent. 

Corollaire IL — Soient 

( M 0 , U$y U^y . . .y 

\ ^0, V X y V*y (’3, 

deux series convergentes qui aient respectivement pour sommes les deux 
quantites s , s', et dont chacune reste convergente lors m6me qu’on r^duil 
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ses differenls Ierrttes a leilrs valours niimeriques* Si Ton forme le Tableau 


( 8 ) 



^o, 

U*v 0, 

u z (’ 0 , . 



ll 0 t»i, 

u v v u 





Uoi’i, 

. 

• • 9 


. u 0 v z , 


on reconnaitra sans peine que les series horizontales de ce Tableau jouissem 
des proprieties 6noncees dans le theoreme II, et que leurs sommes sont res- 
pectivement 

( 9 ) i’lS, 

Par suite, en vertu du th6oreme II et de son premier corollaire, les sommes 
dcs series verticales, savoir v 


(io) 


UqV 0 , u 0 v !-+• a : v 0 , w 0 r a -4- Uii’i-i- 

u 0 v n -f- u { -+-... -h « ;i _i (»! -f- u n e 0 , 


formeront une nouvelle s6rie con verge nte; et la somrae de cette nouveile 
serie sera <§gale a celle de la s6rie (9), c’est-a-dire 6videmment au produit ss'. 
On se trouve ainsi ramene par la consideration des series doubles au theo¬ 
reme VI du Chapitre VI (§ III). 

Corollaire III. — Si Ton appelle x le sinus d’un arc compris entre les 

7 T 7 T 

limites — - > -t~ et z sa tangente, on trouvera 

Cela pose, puisque, en vertu de la formule (39) (Chap. IX, § II), on a, pour 
des valeurs num 6 riques de z inf 6 rieures & l’unite, 



arc tang 



on en conclura, pour des valeurs numeriques de x inf6rieures a —» 

V/2 


arcsine = arctanga?(i — x 1 ) 

_JL o-3 

= *(t-**) 2 - -r 


i _ 3 , /y»B _S rpl _ 

-(r — x % ) 2 ^2) 2-(1 —a?*) 

0 7 
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ou, ce qui revient au merne, 


3 x^ 

arc sin ji? = x h - 4- 

2 3 

x z 


3.5 x* 3 . 5 .7 x 1 

— j __ _|_ —-——-h- 

2.4 0 2.4.6 7 


o 

2 5 


0.7 
2.4 7 

7 ^r 7 
2 7" 

x 1 

~1 


Comme les series horizontales comprises dans le second membre de Inequa¬ 
tion precedente remplissent evidemment les conditions enoncees dans le 
th6or6me II, tant que la variable x conserve une valeur numerique inferieure 

a il en resulte que cette equation peut s’ecrire ainsi qu’il suit : 

V* 

/3 ( 5 .3 5 \ 

arcsnu = <7; -4--1 -77- -+- — 7 -hi 7- 

\a / 3 \a .4 2 / 5 


7 - 5.3 

2.4.6 


2.4 


Z-I 

2 



= - 4 - 


\/ 2 / 


lie plus, si dans la formule ( 5 ) du Chapilre IV (§ III) on attribue a y la va~ 
Jeur negative — 2, et a x Tune des valeurs positives 3 , 5 , 7, . .., on en tircra 
successivement 

1 3 j_ 

2 2 ’ 

^5 __ 5 i .3 

\l\) ; 2.4 2 2 . 4 ? 

1 7.5.3 7.5 7 _ 1.3.5 

f 2.4.6 2.4 + 2 ~ I— 2.4.6’ 


et par suite on trouvera definilivement 


(12) 


ix 3 1 . 3 x* t . 3 . 5 x‘ 

arc smx = x h--4-7 H- ^ -h-. .. 

2 3 2.4 0 2.4.67 
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II esl facile de prouver, a 1’aide du Calcul infinitesimal, que cette derniere 

equation subsiste non seulement, entre les limites x~ - x ~~\— 

\/2 \/2 

mais aussi entre les limites x — — i, x nr4-1. 

Corollaire IV. — En vertu de la formule (20) (Chap. VI, § IV), on a, pour 
toutes les valeurs de x renferm6es entre les limites — 1 et 4- 1, 


(1 4- x)V — r 


x - 


X s 


(I — —(1 — fi) 


- 2 ^] + - 


ou, ce qui revient au m&me, 


(1 -f- x )( A — 1 
P 


X 

I 


-h p — 

o 1 c\ 


X* 

T 


1 

14 - - 

2 


““ *T 4 - P 1 4 - - 4 - it 


x % 

0 


T 


I 

I .2 

“P 2 


X 6 

T 

1 

1.3 


T 

I . 2 


4 -. 


2.3 



I \ x' 

1.2.3; 4 


Comme les series horizontales que comprend le second membre de l’equa- 
lion precedente remplissenl les conditions dnoncdes dans le theor&me II, 
tant que la variable x conserve une valeur num6rique infdrieure a Turfite, il 
en r6sulte que cette equation peut s’6crire ainsi qu’il suit: 

(l 4 - X )H'— 1 
P 

W ' 

Mais on a dejk irouve (Chap. VI, § IV, probl&me I, corollaire II) 

(4) a+_*)»- r - / (I + X ) + ^ [/(l H- ^)] 2 + . ■ ■, 

P 2 

l etant la caracteristique des iogarithmes n6periens. Les formules (i 3 ) et 
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(i4) devant s’accorder entre elles (voir le theoreme Vldu Chapitre VI, §IV), 
on en conclura, pour toutes les valeurs de x renfermees entre les limites —i 
et 4 - 1 , 


x- 1 x 6 x + 


l(l-\- x) ~ X -— -f- o 




I \ x* 


(i5) 


2/ 5 

* r i 

J4-ho 


I X \ X 


‘3J 4 


I \ X 


2.3 


[/( 1 -h ^)] 3 


1 X 9 

1.2 3 


n — 1 J a 
r \ x> 


1 1 

1 . 2 ”^ i.3 ‘ 2.3 ) 4 


Dans ce qui precede, nous n’avons considere d’aulres series doubles,*con- 
vergentes ou divergenles, que celies dont les diff6rents termcs sont des 
quantitds r6elles. Mais ce qui a <§te dit k 1’egard de ces series peut egalement 
s’appliquer au cas ou leurs termes devierment imaginaires, pourvu qu’alors 
on derive partout expression imaginative au lieu de quantite, et module au 
lieu de valeur numerique . Ces modifications etant admises, les theor&mes I 
et II subsisteront encore. C’est ce que Ton demontrera sans peine, en s’ap- 
puyant sur le principe suivant : 

Le module de la somme de plusieurs expressions imaginaires est tonjours 
infer Lear a la somme de leurs modules . 

Pour etablir ce m6me principe, if suffit d’observer que, si Ton fait 

p(cos$ -h \j — i sin 0 ) -h p'(cos 0'4- sj— i sin 6') 4 -... 

= ll(cosT -h v 7 ” 1 sinT), 

p, p', ..., R designant des quantity positives, on en conclura 

R 2 = (p cos0 -h p f cos 0 f +.. .) 2 4- (p sin# 4 - p'sin0'4- ♦ . -) 2 
= p 2 4- p /2 4“. . . 4 - 2 pp f cos ( 9 — 6 r ) 4 -... 

< p a 4- p ,2 4- . . . 4 - 2pp ; 4-. . .= (p4- p ! 4-. . .)S 


et, par suite, 


R < p 4- p'4-- 
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SUR LES FORMULES QUI SERVENT A CONVERTIR LES SINUS OU GOSINUS DES MULTIPLES D*UN ARC 
EN POLYNOMES DONT LES DIFFERENTS TERMES ONT POUR FACTEURS LES PUISSANCES ASCENDANTES 
DU SINUS OU COSINUS DE CE MEME ARC. 


Les formules dont il est ici question sont ceiles que nous avons construites 
en rdsolvant les deux premiers probl&mes enonces dans le paragraphe V du 
Chapitre VII, et qui s’y trouvent affect6es des numeros ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), (6), 
(9), (10), (11) et (12). Elies donnent lieu aux remarques suivantes. 

D’abord, si, dans le calcul & l’aide duquel on etablit les formules (3), (4), 
( 5 ) et (6), on substituc aux equations (r2) du Chapitre VII (§ II) les Equa¬ 
tions (24) du Chapitre IX (§ II), on reconnaitra immediatement que les 
memes formules subsistent dans Je cas oil l’on remplace le nombre entier m 
par une quantity quelconque f*, lant que l’on suppose la valeur numerique 

7 T 

de s inferieure k T - Ainsi on aura, dans cette hypothdse, 

4 


(0 


( 2 ) 


et 


(3) 


(4) 


cosp.5 = i — sin's -+- 


oi „* , (F + 2)p.fx(fX-2) sin . 


J . 2 . 3.4 


(fX+4)(^ + 2)p-fx(p —2)(^— 4) _ ■ 

1 ” 51II * —i . . ., 

1 . 2 .3.4*5.6 


sin \kz — cos5 [Asm 


* ^ 


(pH -2)^(p.~2) gin3 . 


1 . 2.3 


. (^-t-4)(fX-H2)p.(fi —2)(p.-4) 

-—~— - -■—- sin * 

I.2. 3 . 4-5 


-...] 


COS] '±z = cos, 


{- 


sinp.z =r /JL sin 4 


( F + U,(fiZ-0 sin s s 

I . 2 

_ (^-i~3)(p.-hl)(fL i) (^ — 3) 

I. 2 . 3.4 

(fL-hl) fX(fX-l) gin 3^ 




1 . 2.3 


(^•+-3)(pH-i)^(p.-i)(F — 3) sin5 . 
1.2. 3 . 4-5 


OEuvres de C. — S. II, t. III. 


5 7 
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De plus, en verlu des priacipes etablis dans le Chapitre IX (§ II) et dans la 
Note precedente, on pourra developper, non seulement cospz et sin pz, mais 
aussi les seconds membres des fommles (x), (2), ( 3 ), ( 4 ), suivant les puis- 
sances ascendantes de p.; et, comme les coefficients de ces puissances devront 
alors &tre les memes dans le premier et le second membre de chaque formule, 
on obtiendra, en comparant deux a deux les coefficients dont il s’agit, line 
suite d’equations parmi lesquelles on distinguera celles que je vais ecrire : 


( 5 ) 

( 6 ) 


: SUU 


2 sin*. 

3 ~ 


2.4 sin 6 : 

375 “IT 


1 sin 3 s i .3 sin 5 

2 3 2.4 5 


Nous supposerons toujours ici la variable 5 comprise entre les limiles — 

TC 

■4- 7* Mais on ddmonlre facilement a l’aide du Calcul infinitesimal quo, sans 

4 

alterer les equations (1), (2), ( 3 ), ( 4 ), ( 5 ), ( 6 ), ..., on pout y faire croitre 

TC 

la valeur num£rique de z jusqu’a -• Ajoutons que, en prenant sin: = x, on 

fait coincider fequation ( 6 ) avec la formule (12) de la Note VII, et 1 ’equa¬ 
tion ( 5 ) avec la suivante : 

. . x9 0 2 x' k 2.4 x* . 2.4.6 x* 

{ arc sin x)~ — x- h~ 7 — H- «—- -5- -r- 2 —p— ■+■•••• 

3 2 3.5 3 3.5.74 


Celle derni&re se trouve dans les Melanges d* Analyse, publics on 181 5 par 
M. de Stainville, rdpdtiteur a 1 ’Ecole royale Polytecbnique. 

Concevons a present que, dans les formules deja citees du Chapitre VII 
(§ V), on attribue h la variable z une valeur imaginaire. On conclura sans 
peine des principes ddveloppes dans le Chapitre IX (§ III), qu’elles no ces- 
seront pas d’etre exactes. Supposons, par exemple, 

z ~— y/ — 1 / x , 


l 6tant la caractdristique des logarithmes neperiens. Comme on aura, dans 
cette hypoth&se, 

cosS = - (e lx -^T e~ lx ) z=z - (x-j- — V 

35 2 V x 


sin 


—-( e lx — e~~^ x 

2 ' 




1 

x - 

x 


9 


2 
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et generalement (n designant un no mb re entier quelconque) 


cos ns = - sin/zs = ^—- (x n -- 

2 V X' 1 2 V X r 


ou tirera des equations ( 3 ), (4), ( 5 ), (6) (Chapitre VII, § V) : i° pour des 
valeurs paires de m, 


i T m.m i \ 

1 x m h-™ 2 i ~i- t~ lx -) 

) x m 2.4 \ X) 


I4 _ m ' m 1 )\ ( m ~ 3 r 2 )m.m(m — 2) f __ A 4 

2.4 \ x) 2.4*6.8 \ x) 


(m + 4) (m H- 2 ) m . m (m — 2 ) (m — 4) ( 1 


2. 4 - 5 . 8 .10.12 




m / 1 \ t (m -4- 2) m(m — 2) ( 1 


— [x - 

2 V X 


(m 4) (m - 4 - 2) m(m — 2)(m — 4) 4 1 

~t" 2.4.6.8.10 \ x 


2 0 pour des valeurs impaires de m , 


' t _u (W+ !)(!»-I) / _ _I_Y 

2.4 V x ) 

, (« + 3)(m + i)()i!— r)(w — 3) 1 

+ Ol8 V * 


(/n 4- 3 ) (m 4-1) m (m — 1) (m — 3 ) / 1 

”* 2.4.6.8.10 \ x 


Les forrnules (9), (10), (n), (12) du paragraphe V (Chap. VII) fourniraienl 
des resullats analogues. 

Revenons maintenant k la formule ( 3 ) du m^me paragraphe. En verlu de 
cette formule, cos ms est, pour des valeurs paires de m, une fonction entiere 
de sin z, du degr6 m; et, comme cette fonction doit s’6vanouir, ainsi que 
cosms, pour toutes les valeurs de z comprises dans la suite 

(.m — I) 7T 37 T IT TC j 3 tc ^ (/n —x) 7 T ^ 

2 m 3 3 2 in 2 m 3 2 nx 2 ni 3 2 m 





452 COCJRS D’ANALYSE. 

il est clair qu’elle sera divisible par chacun des facleurs bin6mes 



. (m — 1 ) 7 i 

3 71 

71 

sins 

h- sin -? 

.... sm^-hsin—? 

sin^ -4- sin — 


2 m 

2 m 

2 m 


. ( m — 1 ) 7 T 

Six 

TT 

sin 5 

— s,n -- 

smz — sin — 5 

sms — sin — 


2 m 

2 m 

2 m 


el, par cons6quent, 6gale au produil de tous ces facleurs bindmes par le 
coefficient numerique de sin™£, savoir 

7 (m + m — 2). . .(m -1- — 2). . .{m — m 2)_ Y 

^ 1 ' 1.2. 3 ... (m — 1). m ^ 1 ' 2 

On aura done, poor des valeurs paires de m, 

(r 1) cosm-s = 2 m ~ l (sm 2 —-sin 2 ^ (sin 2 — — sin 2 ^ . .. sin 2 —-— — sir 

v ' \ 2 m J\ 2m J \ 2m 


Par des raisonnements semblables, on tirera des formules ( 4 ), ( 5 ) et (6) 
(Chap. VII, § V) : r° pour des valeurs paires de m, 


smm: 


1 sins coss sin" 


2 TT 


• sin" 


• « 4 tu . „ 

sin--sin 2 

2 m 


sin" 


(m — 2) it 


2 0 pour des valeurs impaires de m, 


cos rn: 

el 

sin in: 


coss( sin 


2 m 


sms sin 


,2 


27 T 

2 m 


sin-; 


sin" 


sin" - 


371 
2 m 


sin" - 


4-71 


2 m 


sin" 


sm"; 


sin" 


(m — 2) 7 i 


2 ni 


sin 


. a (m — 1) 7 T . 5 
sill- ----sin 2 


Si dans les quatre Equations qui precedent on reduit la partie conslanle de 
chaque facteur binbme k l’unil6, en ecrivant, par exemple, 


Sin 2 ^ , . , 7T 

1-au lieu de sin 2 - sui-z, 

. s, 7 T 2 m 

sin 2 - 

2 m 


les facteurs numeriques des seconds membres deviendront 6videmment 
egaux a ceux des termes qui, dans les formules ( 3 ), (4), ( 5 ), (6) du Cha- 
pitre VII (§ V), sont ind6pendants de sin# ou renferment sa premiere puis¬ 
sance, e’est-k-dire k l’unite ou au nombre m. En consequence, on Irouvera : 
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i° pour des valeurs paires de m, 


(i 5 ) co^mz ~ / i 


. o 3 tt 
sin 2 — 
2 m 


. 9 ( 777 — I ) 7T 

sin 2 --— 

2m 


(16) sin777,5 zn m sin3 cos z( i 


. 9 2 7T 

sin 2 - 

2in 


. 9 (m — 2 7T 

sin 2 --— 

2 m 


2° pour des valeurs impaires de t?7, 


/ / sin 2 ; 

( 17 ) COS 772 3 m C 0 S 3 / l - 


. * 3-71 
sm- — 
2 m 


(m — 2 ) 7i 


(18) sin mz =z m sin z / 1 -\ / 1 • 

•-sa 


(777 — 1) 


De plus, si Ton observe qu’on a generalement 


sin 2 b — sin 2 #: 


cos 2# — cos 2 b 


on reconnaitra sans peine que les tqualions (11), (12), (i 3 ) et (i 4 ) peuvent 
elre remplacecs par celles qui suivent 


COS mz = 2 a COS 2 Z — cos — cos2 £ — cos — 
V m) \ m 


COS 2 Z — cos 


(ni — 1 ) 7r 


7-* / 27T\ / 4?r 

Sill 772 Z = 2 2 Sin 23 COS 2 5 — cos - COS 2 5 — cos - 

V in / V 777 


( 777 ■ 

COS 2- — COS -- 


™ / TT \ / 3lO 

COS7?7^~2 - COS 3 ( COS 2 5 — COS — I COS 2 3 — COS- 

\ m J\ m / 

“ij— / 2 7l\ / 

Sill 7773 zn 2 “ Sill 3 I COS 23 — COS - COS 2 3 — COS — 

V m \ m J 


COS 2 3 — COS 


COS 2 Z — COS 


( m — 2 


( 777 — I 


les deux premieres se rapporlant au cas ou m est un nombre pair, el les 
deux dernieres au cas oil m est un nombre impair. 

Les douze Equations qui precedent subsislent egalement, quelles que 
soient les valeurs rtelles ou imaginaires attributes a la variable 3. On peut 

done y remplacer cette variable par ~ —-3, par 1 lx, -Dans le pre¬ 

mier cas, on obtient plusieurs Equations nouvelles correspondantes aux 
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form ales (9), (10), (11), (12) du Chapilre YII (§ V). Dans le second cas, 
les equations (19) et (20) donnent respeclivement, pour des valours paires 
de m, 


(21) 


re 1 \ / , 3 71 1 

x~ 2 cos-1-~ cr 2 —• 2 cos--I-- 

m x~/\ m x - 


-L = - ~ ) ( ^ 2 — 2 COS — -f- ™ 

x nl \ x-J \ m x i 


x- — 2 COS 


X 1 — 2 COS 
( m — 2 ) 7T 


(m — i) 7T 
m + 


I 

a? 


et, pour ties valours impaires de m, 


(22) < 


I 


X 


7T 

r \ 

( . 

('» 

— 2)7T 

2 COS — 

4~ —; • ■ 

• [ X- — 2 COS 

-'-!_ 

111 

*7 

V 


m 

2 71 

T \ 

• ( X 2 — 2 COS 

( m 

— 2)71 

2 COS- 

"I-J ' * 

■ - 4- 

m 

,1-1 

V 


11 i 


ce qui s’accorde avec les resultats obtenus dans le Chapilre X (§ II). 

II nous resle encore h indiquer plusieurs consequences assez remarquables 
que fournissent les equations (n) et (i5), (12) et (16), (i3) et (17), (14) 
et (18). Lorsqu’on developpe leurs seconds membres suivant les puissances 
ascendantes de sins, les coefficients numeriques de ces puissances doivent 
&tre evidemment les mernes que dans les formules (3), (4), (5) et (6) du 
Chapitre VII (§ V). De cette scule observation on deduira imrnediatement 
plusieurs Equations nouvelles auxquelles satisferont les sinus des arcs 

7T 271 37T 471 

2 ni 2 111 2 m 2 m 


On trouvera, par exemple, pour des valeurs paires de m, 


(23) 



71 


371 


(m — 1) 71 

1 sin 2 


sin 2 

-- 

-sin 2 



2 M2 


2 m 


2 m 

1 sin 2 

2 7T 


4-71 


(m — 2) 7T 


sin 2 

-- . 

■ • sin 2 



2 /M 


2 m 


2 AM ? 

m 

. m 


1 


I 


(24) 


1.2 . . 71 . , 3 7T 

si n 2 - sin 2 - 

2 m 2 ni 


(m + 2 ) (m — 2) 
1.2.3 


, 1 r 

4- 


. *2 71 . , [\Ti 

sin-— sin 2 — 
2 m 2 m 


(m — 1 ) 7T 


sin 


2 m 


. {rn — 2 ) Tl 
sin 2 -—— 


2 m 
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ct, pour des valeurs impaires de m, 


( 25 ) 


I =r 2 m_l Sin- 


m ~ T‘ 


71 


3 tt 



sin 2 


* • sin 2 

2 m 


2 m 


271 


4 7 T 



sin 2 

-- . 

• sin 2 

2 in 


2 m 



2tn 


(26) 


(m 1 ) (m — 1 ) 


(m -f- 1) ( T)i — 1) 
1 . 2.3 


I 


I 


sin*-^ sin^.sin 8 

2 m 2 m 2 m 


27t 4 k 


sin 


2 in 


sur 


2 Hi 




2171 


J’ajoute que, si i’on mulliplie par les deux 
equations (24) 011 (26), on en conclura, en faisant 

<> 7 ) " ] 

(28) l 


1 

b - 
/ 9 


1 

25 


T 

49 


: I H- 7 H- 

4 9 


1 1 

16 25 


membres de chacune des 
crottre m indefiniment, 


En effet, consid6rons, pour fixer les id6es, la seconde des Equations (24). En 
nuiltipliant ses deux membres par f—') ? on trouvera 


(29) 






Soil d’ailleurs n un nombre enlier inferieur a — • Designons a 1 ’ordinaire par 

la notation M (a, b) une moyenne entre les quantity a et b. Enfin observons 

que le rapport — — - esl toujours (voir la page 66) compris entre les limites r, 
sin oc 

et que Ton a par suite, pour des valeurs numdriques de x inferieures 


a 


71 

2 


sin# sinj# cos^ 


cos- 
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Le second membre de l’equation (29) sera evidemment la somme des deux 
polynomes 


27T 


i V rn 


. , 7T 4 . , 

sin ! - sin 
m rn 


-f- ■ 

27T n- 


I V m ) 


sin 2 


, n 7i 




I 


j~(/2 -+- 2 ) 7 r J 2 


(rt-+-0 4 ( n + O 71 (W-+-2) 5 + 2)71 

m //i 


. 4 - 




2 m J 


in \ 2 . (w —-- 2 ) 7i 

-1 sin 2 — -—— 

2 / 2 /;/ 


dont le premier, en verlu de l’equation (i i) des Preliminairos, pourra <Mro 
presente sous la forme 


j _ _|_ . .. _j~ -j 'j M ( 1, 

cos 2 - 


49 


tandis que le second, compose de ~ — n — i termes, tous inferiours a 

2 /?i 

restera compris entre Ies limites o et — • Cel a pdse, lYsqualion (29) 
deviendra 


1 0 - - ( r + 5 + £ + ■ • • + i) M ^’ ~ s ;; vi\ + 7? M( °’' } ’ 


et i’on en conclura imm6diatement 


( 3 °) i+l+'- 


I 

tv 


7 T 2 

"6 



n /irc 
I, cos- -— 
m 


2 //* 

/i* 2 


M(o, .). 


Cette demure formule subsiste, quels que soient Ies nombres enliers m et n, 
pourvu que Ton ait ~m> n. En outre, il esl aise dc voir quo., si I’on proud 

constamment pour le plus petit des enliers superieurs a n a (a designant 
un nombre compris entre i et 2), les rapports ^ convergcront ensemble, 
pour des valeurs croissantes de n, vers la limite zdro, el le second membre 

7 T 2 

de la formule ( 3 o) vers la limite -j- Le premier membre devaul avoir la 
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"iri< «|m«* U* || i*ii n^ntii* ; i»* qtu v la serio 

iii i 

I > t * * I | »** 

4 *i /i 1 

« t,|f< ' •' l nu (*Wr U' cornllairo du tl^oremc III, 


1 t}> * ^ I* . H * 1 i |,s> 1 ^-1 if* .msa |u»ttr stmunc 


rJ 

(i 


J # * 11 1 # ' * *«*m 4 *1* iiit*niin% mi on tirera, on divisant sea deux 

'• i <r ^* ■ j ^ ^ 


* In :«mm }■*..»i 


l l 1 

^2 S t » I 

§ fli .ill 

5 I 4 

I * 

1 11 ’-14 


>4 , f , ? 4*4 u§d^ aU'r IVijtiaUon (^7)* qu'on pent deduiiT 

n' 4 ' {■' ‘ i;n :<* *1*‘ * rqi 4 *iIii»iH | m |) mi 

> f . « ' 41 “ \nh% ii*<u» |i*n*ii% r**uiartjiH fc r quo, pour otablir los 

^ 4 ,- - f 1 # ~ , (, r, on), up ri in) du Chapitre VII (§ V), 

i i 4 i' -i § w ! i -pi iii 4 * j imor*'% i*t qu*on y parviont trc^s proniple- 

r 'i' - uii 1 - , * , 1 *11 ilti Idiapiin 1 I\ 1 ), savoir 

,, 1 z 00* 0 , 

•I'i ’ , . . , g (2 - I, 5 


OO * ' 


I "4 3 008 0 'h : 

5 HlU^ 

1 '4il‘l»s6 0 


(4 


* 1 0 

1, 5 - l 1) 


f n n . ■] 4 t 


4 4 I 4 si M ' 


I rqiMtum i *4 3. 011 Oil tilTHl, pout* d0S ValotU'H 


, t m 1111 ' i 1 


-.'Mi . • ■ 111 

i 


i%lli 


Ut*i \ Z %n * 1 Hill ( U /4 i ! )6 l 


j 3 f f f i * V i I 


3 f 1 s I | 5 3 Vt)*0(l 4- 5*)~ a -l ... | 


'■ i - T I * 

* ® 4 

i # 

M i O 

i i i 


i«’ ...) 

» •- , •'"(■!« ! , , 

" I.’* ' . 

| 1/1 lj •Xll(-.UI 1 'l) 

i, *j * 4 


% it, i lit 


58 
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devienne infiniment petite. Cette condition etant remplie, comme on a gene- 
ralement 

( 5 ) a) = & - ; 

(x=r— r, /© = 4-i), 

on trouvera, pour des valeurs de n tres considerables, 


x* x* 

T I 


l(l-\-U a ) =zu n - u* 

] 

' /(/ -t- «„+,) = «„ +1 — i «* 






±e /M ±e /i+1 , . .. designarit encore des quantites infiniment petites; puis Ton 
en conclura, en repr6sentant par m un nombre entier quelconque, et par 
i ± s une moyenne entre les facteurs i dr £„, i dr e„ +1 , ..., 

/ /(i 4- u n ) + )+... + /(i + ) 

( 7 ) < 1 

| -m -4- w rt+1 4-... 4- M/iH-wi —1 — ~ (ufi 4- u ?i+i "+-... 4- u\+ m „ x ) (1 dr e). 


Conccvons maintenant quo, dans la formule precedente, on fasse croitre le 
nombre m au dela de toute limite. Selon quc chaquc membre de la formule 
c.onvcrgera on non vers une limite fixe, la serie (2) sera convergente ou di- 
vergente. Cela pose, i’inspection seule du second membre suffira pour elablir 
la proposition que je vais 6noncer. 

TufiouteME I. — Si La s&rie (1) et La suivante 


(8) ul, u\, u\, . .., uj n ... 

soat Vane et Vautre convergences, la serie (2) le sera pareillement, et par 
suite le produit ( 3 ) converger a, pour des valeurs croissantes de /i, vers une 
limite finie differente de zero. Mais, si, la serie (t) etant convergence, la 
serie (8) est divergence, le second membre de la formule (7) ay ant alors pour 
limite Uinfeni negatif, le produit ( 3 ) cornergera ndcessairement vers la limite 
zero. 

Corollaire 1 . — Si la s6rie (2) etant convergente a tous ses termes positifs, 
ou si elle demeure convergente lors meme qu’on reduit ses differents termes 




note IX. 


m 


a leurs valeurs numeriques, on sera evidemment assur6 de la convergence 
de la serie (8); et, en consequence, le produit(3) aura pour limite une quan- 
t,it6 finie diff^renlc de zero. C’est ce qui arrivera, par exemple, si le produit 
on question se reduit h 1’un des suivants : 


(I + I) ( , + ?) ( I + i 
<1+,) (-?)('+£ 

Corolialre II. — Comme la sdrie 


*-+- — 
n- 


i it 


i + - 


i i i 

sjl' + \jf \jt- 

us( convergent©, tandis que les carres de ses diffdrents termes, savoir 


i i i 

i, ^ •••> 

formenl une s6rie divergente, il r6sulte du th6oreme 1 que le produit 


(H-i) 

a /Aro pour limite. 


s/2 


1 




Corolialre 111 . — Le thdordme I subsiste evidemment dans le cas meme ou 
parmi les premiers termes de la sdrie (i) quelques-uns deviendraient infe- 
rieurs a — i. Settlement, lorsqu’on admet cette nouvelle hypothese, on doit 
rcmplacer dans la sdrie (2) les logarithmes des quantites negatives paries 
logarithmes de leurs valeurs numeriques. Cela posd, il est clair que, pour 
des valeurs croissantes de n, le produit 




1 




convergera, quel que soit x, vers une limite finie differente de zero. 

Corolialre IV. — Toutes les fois que la sdrie (1) est convergente, le pro- 
<lnit (3) converge, pour des valeurs croissantes de n, vers une limite finie 
qui peut se rdduire h zero. 
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Lorsque la limite da prodait ( 3 ) est finie, sans etre nolle, on ne peut pas 
toujours assigner sa valeur exacte. Dans le petit nonibre de produits de cetle 
espece auxqaels correspond une limite connue, on doit distinguer le suivant 



dont nous allons a present nous occuper. 

Quand, apres avoir pose ~ ? on fait croitre n indefiniment, le pro¬ 
dait (9) converge vers une limite fmie represenlee par la notation 



Pour determiner cette limite, il suffira de rccourir a l’equalion (16) ou (18) 
de la Note pr6c6dente. Considerons, pour fixer les idees, J’equalion (16). Si 

Pon y ecrit partout ~ au lieu de c, on trouvera, pour dcs valeurs pa ires 
de m, 



el, par suite (cn supposant la valeur mimeriquc de z infericurc a 7r, et le 
nombre m egal ou superieur h), 



Soient d’aillcurs n un nombre entier inlerieur a 1 4- a une quantile 
moyenne entre les rapports 
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m 


cl 14-6 une autre quantite moyenne entre les expressions 


sm- 


m 


. ,(/* 4 - 1)71 

sin 2 


m 


sin z 


. , (n -+- l) 7 T 
sin 2 -- 




Le second membre de l’equation (12) sera evidemment la somme des deux 
polynomes 



dont le premier pourra etre pr6sent6 sous la forme 


K'4)4 ,_ 4) + ' 


- 4- l { 1 


n* it 


(1 4- a ), 


tandis que le second prendra celle du produil 


sin- 


m 1 1 


(n 4- 1)71 


m 


(tl 4- 2 ) 7T 


m 


1 


f (n — a)7r y 
\ 2 ni ) 


£V J 4- i) 2 gin , (n 4-Qtt (^4 2 ) 2 C j n t ( /l "^" 2 ) 7r 
/ 777 m 


m \ 2 . Am — 2 ) 7 T 

-1 sin--—-— 

2 } 2 m 


> (14- 6 ) 


que Ton peut rMuire (en vertu des principes Stablis dans la Note prece- 
dente) a 


sin 2 — 
2 m m 


n A / TU 


(1 4- §) M ( 0 , i). 
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Cela pose, l’equation (12) deviendra 


(i 3 ) 


l 


sins 


m sin — cos — 
m m 



2 m 


sin 2 — 
m 



0 + S)M(o,i); 


et Ton en conclura, cn faisant, pour abreger, 


sm' — 


(i 4 ) 




m i -f- 6 s 2 « 

T"rz = '=*( l + i )> 


f 71 V i H- a 7T 

\m) 


puis, revenant des logarilhmes aux nombres, 


(i 5 ) 


i- 5 i- 

7I 2 ; 


*r2 

aj 

2 2 7I 2 


ft 2 7T 2 


sin - 


m sin — cos — 
v m m / 


^(1 + 8 ) M ( 0 , 1 ) 

\ e a ' % 


Supposons mainlenant que, la valeur de n etant choisie arbitraircment, on 
prenne pour \m le nombre entier immediatement superieur a n a (a desi- 
gnant un nombre fractionnaire ou irrationnel compris entre i cl 2). Lorsquc 

la valeur de n deviendra Ires considerable, les quantitds ^ ^ a, o, y, d 
seront infmiment petites, le produit 


sin — 

z z m z 

m sin — cos — =- z cos — 

m m z m 

m 


diffdrera tr£s peu de z, et par suite le second membre de Tequalion (i 5 ) 
s’approchera indefiniment de la limite 


sins 


Le premier membre devant converger vers la m&me limite, on aura n6ces~ 
sairement 




NOTE IX. 465 

Cette derniere formule se trouve ainsi demontree dans le cas ou la valeur 
numerique de z reste inferieure a tt. Alors les quantitds doni nous avons pris 
les logarithmes sont toutes positives. Mais la demonstration donnee subsiste 
egalement pour des valeurs numeriques de s supdrieures a 7i, lorsque Ton 
convient de remplacer le logarithme de chaque quantite negative par le loga- 
rithme de sa valeur num6rique. En consequence, l’equalion (16) demeure 
vraie, quelle que soil la valeur reelle attribute a la variable s. On ne doit pas 
m&me excepter le cas oil Ton supposerait 

z =±: k 7r, 

k designant. un nombre entier quelconque, puisque, dans cette hypothese, 
les deux membres de l’equation s’dvanouiraient en meme temps. 

L’equation (i6), une fois dtablie, en fournira immediatement plusieurs 
autres. Ainsi, par exemple, on en tirera, pour des valeurs reelles quel- 
conques des variables x, y, z, 



et 


sin.r_ x % — x xz x 27 r — x 271 -h x 3 71 — x 3 tt -j- x 

^ ' siny y 7r — y 71 -f- y 27T—y 27 i •+- y 37 t — y 37 i 4 -y 

7 T 

Si dans l’equation (17) on fait on trouvera 

_ 7T 1 3 3 5 5 7 

1 2 2 24466 ? 


7 T 

et par suite on obtiendra le ddveloppemenl de - en facteurs, ddcouvert par 
le geometre Wallis, savoir 

ix _22446688 

2“1 3 3 5 5 7 7 9 


7 T 

On trouverait de meme, en faisant z = T ? 

4 


7i_ 1 4 4 8 8 12 12 16 r6 

4 ^3 579 u 73 75 17' 


OEuvres de C. — S. It, t. III. 
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Si dans l’equation (18) on pose ii la fois 



On pourrait d< 5 duire directement la mSme formule de l’equation (i 5 ) on (17) 
(Note precedence), en y remplagant 5 par puis faisant converger le 

nombre m vers la limite 00. Observons enfin qu’on tirera de liquation (16), 
en y supposant la valeur num6rique de s inferieure a it, 



Comme on a d’ailleurs, dans cette liypoth^se, 



3 
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ot, par suite (en vertu des principes etablis dans le Chapitre VI et dans la 
Note' Vll) 


( 9 , 4 ) f 5lllj - 1 2 " 2 1 1 a 8 S V I I 2 * 3 8 

- <» 1.2 a 3o i.a.3.4 3 4a i.a.3.4.5.6 — 

la comparaisou des coefficients des puissances semblables de s dans les for- 
mules (aa) et (24) donnera les Equations 


( 25 ) 



1 2 7T 2 ___ 71 - 

6 1.2 6 


I 

2 3 7T 4 

_ 7i l 

3o 

1 . 2 .3 .4 

~ 9°’ 

_ 1 

2 S 7T 6 

-iL 

~~ /p 

i. 2 .3. 4 • a 

.6 — 945 


dont la premiere s’accordc avec la forraule (28) de la Note VIII. Les facteurs 

numeriques ^••• qui entreat dans les seconds membres de ces 

equations sont ce qu’on appelle les nombres de Bernoulli. Aj011 tons que, si 
Ton designe par urn un nombre pair quelconque, on aura g6neralement 


(26) 


i i 1 

32/w ’ 52 m ~ rjH/n v 

T I J 

" ' + :;*m ■+■ + 4s m 


I 


2 * m 



32m 



III \ 

5^ + 35 ^ + 4m+---J- 


Dans ce qui precede, nous avons seulement consider^ des produits dont 
tous les facteurs etaient des quantity r^eiles, et des series dont tous les 
termes etaient reels. Mais on doit reniarquer : i° que, en vertu des principes 
dtablis dans le Chapitre IX {voir liquation (37) du § II, et Tequation (26) 
du § III], la formule ( 5 ) subsiste dans le cas meme 0 \x la variable x devient 
imaginaire, pourvu que son module reste inf6rieur a Tunit6; 2 0 que le rap- 

port . ,4 ’ 

sms ___ z _ 

—— 1 i2 .3 i.2.3.4*5 

(converge vers Tunit6 toutes les fois que la valeur r6elle ou imaginaire attri- 
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buEe a la variable z s'approche indefiniment de zero; 3 ° enfin que les Equa¬ 
tions (i 5 ), (16), (17) et (18) de la Note VIII subsistent egalement pour des 
valeurs Teelles et pour des valeurs imaginaires de z. En partant de ces 
remarques, on parviendra bientbt a reconnaitre comment on doit modifier 
ies propositions et les formules ci-dessus dEmontrEes dans le cas ou les 
expressions 

Ho9 9 y9 •*’ 

deviennent imaginaires. Ainsi, par exemple, on etablira sans peine, a I’aide 
des formules (6), la proposition suivante, analogue au corollaire I du theo¬ 
rem e I : 

ThGorEme II. — Supposo ns que la serie (1), et ant imaginaire, demeure co ri¬ 
ver gente quand on reduit ses differents termes a leurs modules respectifs. Le 
produit ( 3 ) convergera riecessairement, pour des valeurs croissarites de n , 
vers une limite finie rielle ou imaginaire . 

De plus, on prouvera facilement que les equations (17) et (21) subsistent, 
lorsqu’on attribue k z une valeur imaginaire quelconque u 4- v \f — 1; d’ou il 
rEsulte : i° qu’on peut exprimer par des produits composes d’un riombre 
infini de facteurs les expressions imaginaires 

pV —^ ,- pV _ P~ v 

-sin u 4- i-cos u , 

2 v 2 

1 ev+e-* ^e v -e~ v . 

f ---cos u — — i---sin u, 







NOTE IX. 

sonl respectivement dgales aux deux sommes 


V , V 

arc tang-arc tang- -b arc tang- 

U 7T — U IT 4- ll 

v c 

— arc tang-b arc tang-——..., 

°27T— ll ° 2 73*4- U 

aretang^i^-arcung^ +a rctan g 3^ 7/ 

2 9 A 2 C 

— arctang^-bare tang ^ 

\ ° 3*71: 4“ 2 W OH + 2W 

augmentdes ou diminu&es d’un multiple de la circonf^rence 2n. I) autre part, 
comine les expressions (29) et les sommes ( 3 o) sont des fonctions continues 
de 0 qui s’dvanouissent toujours avec cette variable, on peut assurer que le 
multiple dont nous venons de parler se reduit & zero. 

Si Ton suppose eri particular m = 0, on trouvera 




aV\ / 2 2 e 2 \ ( , 

I + "« r ) ( 1+ 3 H*) V 5 ! 7r 5 y 


On trouvera encore, en prenant « — 


arc tang 

e v -+- e w 


Lv 

arc tang——arc tang ^ 

4 4 e 
- arc tang jb - arc tang — + • • • 


et, en prenant u — v, 


£!!±il!! _ cosa v =2 (1 + 


M \ / 2 s p‘ 


1 + ??H i + 3 *ii* 


-+- COS 2 f - 


/ 2*P 4 \ ( 


aV\ ( ^ 2 4 r 4 
V + 5 *it» 


Enfin, si tan, la tormule ( 3 a) on suppose 1. valeur numdrique de - .»fe- 
rieuro i, l’unitd, les deux membres de cette formule poummt Ctre de»e- 
loppds suivaut les puissances aseeudau.es de c et la «■*«-» «£ ^ 
ficieots des puissances semblables dans les developpemen 
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~v 

_ 7r 3 

” §2 * 


__ 5 ^_ 

i536 ? 


riont la premiere coincide avec liquation ( 4 o) du Chapilre IX (§ II). 

Concevons maintenant que, apres avoir divise par p les expressions (29) et 
les sommes ( 3 o), on fasse converger la variable vers la limite zero; 011 
troavera, en passant aux limites, 


I I I I T 

cot a =-1-1- 

It 71 — U 71 -h a 2 71 — U 2 7T -+• li 



Comme on a d’ailleurs g6n6ralement, pour des valeurs numeriques de u infts- 
rieures k celles de a , 



on tirera des formates ( 35 ) et ( 36 ), en supposant la valeur num^rique de a 
plus petite que 


(37). 


i 

cot u = — 
a 



2 u z 

7 T 4 



2 

7 T 5 


2 g 3 s 
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I>ar suite 

on aura, 

en vertu des 

equations (25) et (26), 

(%) 

C 01 U :;;z 

]_ _ 1 2 2 a 

r 2 4 « 3 

T 2 6 U % 



u 6 r. 2 

3 o 1.2. 3.4 ~ 

42 1.2. 3 . 4 . 5 .6 

(•M 

langu == 

1 / 2 \ 

77 (2 1)- 

0 1.2 


2 t>ll z 

172734 

( 




2 6 ft 5 

i . 2 . 34 * 5.6 


Si l’on ajoute cos dernieres, apres y avoir remplace u par la, on obtiendra le 
ddveloppcment en serie de 


cot l u 


tang-J u: 
el l’on en conclura 


_ COSf W 

’ sinjw 


sin 


cosj 


u 


sin|^ COS7 


: 2 cosec U, 


(40 


COS6c« : 


i 

u 


§(»■ 


■0 


2 U 
I .2 


3 o 

I 

4 ^ 


(2 3 -l) 


(2 s 1 l) 


2 


1.2.3.4 

2 « 5 

1.2. 3 .4. 5 .6 


Nous ne nous arrfitebons pas davantage sur les consequences qui derivent 
de la formulc (17). On peut consulter sur cet objet l’excellent Ouvrage 
d Euler, qui a pour litre Introductio in Analysin infmitorum. 
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